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Vorwort zur vierten und fünften Auflage. 



Die Aufgabensammlung von Sohncke hat durch drei Auflagen 
hindurch ihre Brauchbarkeit bewährt. Wie sie manchem Lehrer 
beim Unterricht in der Differential- und Integralrechnung als Samm- 
lung von zweckmässigen Beispielen lieb geworden ist, so hat sie auch 
vielen Studierenden an Universitäten und polytechnischen Schulen 
willkommenes Übungsmaterial geliefert. Dass Einzelnes, wie es in 
den bisherigen Auflagen enthalten ist, den durch das jetzt allgemei- 
ner verbreitete und intensiver gewordene Studium der mathema- 
tischen Wissenschaften so hoch gesteigerten Anforderungen gegen- 
über nicht mehr denselben Wert besitzt, wie beim ersten Erscheinen 
des Buches und Anderes geradezu veraltet ist, liegt in der Natur 
der Sache. Nichtsdestoweniger schien mir das Buch des Brauch- 
baren und Wertvollen so viel zu enthalten, dass ich auf den Wunsch 
des Herrn Verlegers die Besorgung der vierten Auflage gern über- 
nahm. Ich verhehlte mir dabei die eigentümliche Schwierigkeit 
nicht, die darin lag, bei Berücksichtigung des ursprünglichen 
Charakters des Buches den Bedürfnissen der Jetztzeit möglichst 
gerecht zu werden. 

Mein Hauptaugenmerk musste dahin gehen, den Mängeln 
möglichst abzuhelfen, weldie sich bei langjährigem Gebrauche des 
Buches herausgestellt hatten. So sind sämtliche, die einzelnen 
Beispielgruppen einleitenden Erklärungen, Regeln u. s. w. vollständig 
umgearbeitet worden. Sodann habe ich, um eine möglichst grosse 
Korrektheit zu erzielen, sämtliche Beispiele aufs Neue selbst durch- 
gerechnet und die dabei aufgefundenen, zahlreichen Fehler verbessert. 
Die Lösung derjenigen Aufgaben, welche erfahrungsgemäss den 
Studirenden grössere Schwierigkeiten darboten, ist noch mehr als 



VI 

in früheren Ausgaben durch kurze Anleitungen erleichtert worden; 
auch habe ich, wo mir dies nötig schien, die Anzahl der Beispiele 
vermehrt. Die mannigfaltigen grösseren und kleineren Änderungen, 
welche ich nach sorgfältiger Überlegung und bei möglichster 
Schonung des vorhandenen Guten im Interesse der Sache vornehmen 
zu müssen glaubte, hier anzugeben, würde zu weit führen. Der 
unparteiische Sachverständige wird diese Änderungen und die 
Gründe, die mich hierbei geleitet haben, wie ich hoffe, billigen. 

Der erste Abschnitt über die Differentialquotienten alge- 
braischer und transzendenter Funktionen, der sich durch die Reich- 
haltigkeit und Brauchbarkeit seiner Beispiele vor allen andern 
auszeichnete, ist nahezu unverändert beibehalten worden. Im 
früheren vierten, jetzigen fünften Abschnitt wurden jeder wichtigeren 
unendlichen Reihe die Gültigkeitsgrenzen beigesetzt; dagegen konnten 
auch in dieser neuen Ausgabe Untersuchungen über die Konvergenz 
und Divergenz unendlicher Reihen, als in die algebraische Analysis 
gehörig, selbstverständlich keine Aufnahme finden. Die kurze 
Anleitung zur näherungsweisen Lösung numerischer Gleichungen 
mittelst des Maclaurin'schen Lehrsatzes, welche diesem Abschnitt 
beigegeben ist, wird manchem Studierenden nicht unwillkommen 
sein. Der fünfte Abschnitt der dritten Auflage über die hyper- 
bolischen Funktionen konnte bei dem beschränkten Räume des 
Buches nicht mehr aufgenommen werden. Die Untersuchung der 
Kurven und Oberflächen ist, soweit dies tunlich erschien, den 
neueren Anforderungen an Symmetrie entsprechend umgearbeitet 
worden, 

Seit dem ersten Erscheinen der Sohncke'schen Aufgabensamm- 
lung im Jahre 1850 ist dieselbe für viele der nachfolgenden, ähn- 
lichen Sammlungen, auch für solche, welche jetzt vornehm auf 
ihre Vorgängerin glauben herabblicken zu müssen, zu einer reichen 
Fundgrube geworden, so dass es gewiss in der Natur der Sache 
liegt, wenn jetzt die Zinsen und Zinseszinsen des von Sohncke 
angelegten Kapitals dem Buche selbst wieder zugeflossen sind. 
Es haben dem Bearbeiter der vierten Auflage namentlich die beiden 
trefflichen französischen Übungsbücher Brahy: Exercices m6tho- 
diques de calc. diff. und Freuet: Recueil d'exercices sur le calc. 
infinitesimal, sowie die englischen Lehrbücher Tothunter: A 
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treatise on the differential calculus und Salmon: Analytische Geo- 
metrie des Eaumes (deutsch bearbeitet von Herrn Prof. Fiedler) 
wesentliche Dienste geleistet. 

Auf die Korrektur ist sowohl von Seite des Herrn Verlegers, 
wie auch von Seite des Herausgebers die grösste Sorgfalt verwendet 
worden. Die dessenungeachte stehengebliebenen, wenigen Druck- 
fehler bitte ich vor dem Gebrauche des Buches verbessern zu 
wollen. 

Zürich, im Oktober 1874. 

H. Amstein. 



Vorwort zur sechsten Auflage. 



Bei der vorliegenden sechsten Auflage des altbewährten 
Werkes hat sich die Notwendigkeit herausgestellt, dasselbe einer 
neuen, gründlichen Bearbeitung zu unterziehen und einige wichtige 
Änderungen an demselben vorzunehmen, jedoch so, dass der bis- 
herige Charakter des Werkes möglichst gewahrt blieb. Die am 
meisten in die Augen fallende Änderung besteht in der Einfügung 
der Figuren in die entsprechenden Stellen des Textes, während sie 
bisher in einem besonderen Hefte erschienen. Ich hoffe, dadurch 
das Studium der Sammlung angenehmer gemacht zu haben. Natürlich 
sollen sie zu selbständigen Zeichnungen anregen und zur Probe 
auf deren Eichtigkeit dienen. 

Das bisherige letzte Kapitel, Anwendung der Differential- 
rechnung auf Geometrie, habe ich in 3 Kapitel zerlegt und die 
Aufgaben systematisch geordnet, wodurch ich, ebenso wie durch 
das ausführlichere Inhaltsverzeichnis, eine grössere Übersichtlichkeit 
erreicht zu haben hoffe. 

Dass Druckfehler und Unrichtigkeiten möglichst ausgemerzt 
wurden, sowie dass die neue Rechtschreibung eingeführt wurde, 
bedarf kaum der Erwähnung. Endlich ist besondere Sorgfalt auf 
den Druck verwandt worden. 

Leider hat Herr Verlagsbuchhändler H. W. Schmidt, von dem 
ich den höchst ehrenvollen Auftrag der Bearbeitung erhielt, die 
Vollendung des Druckes nicht mehr erlebt; seine unermüdliche und 
erfolgreiche Tätigkeit sichern ihm ein bleibendes Andenken. 

Göttingen, im Juni 1903. 

M. Lindow. 



Inhalt. 



Kapitel I. 

Differentialquotienten erster Ordnung von entwickelten Funktionen 
einer unabhängigen Veränderlichen. 

§ 1. Grundformeln und allgemeine Regeln 1 

§ 2. Beispiele zur Differentiation einfacher algebraischer 

Funktionen 3 

§ 3. Definitionen und Grundformeln 8 

§ 4. Beispiele zur Differentiation transcendenter Funktionen 10 

Kapitel IL 

Differentialquotienten höherer Ordnungen von entwickelten 
Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen. 

§ 5. Allgemeine Sätze über independente Darstellung der 
Differentialquotienten höherer Ordnungen entwickelter 
Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen ... 23 

§ 6. Beispiele 29 

§ 7. Beispiele zur numerischen Berechnung der sukzessiven 
Differentialquotienten einiger Funktionen für den spe- 
ziellen Wert x = mittelst Eekursion 43 

Kapitel HL 

Differentiale von entwickelten Funktionen mehrerer 
unabhängigen Veränderlichen. 

§ 8. Allgemeine Sätze , .... 48 

§ 9. Beispiele 50 



X 

Kapitel IV. 

Differentiale unentwickelter Funktionen von zwei und mehr 
Veränderlichen. 

§ 10. Allgemeine Sätze 55 

§ 11. Beispiele zur Differentiation unentwickelter Funktionen 

einer unabhängigen Veränderlichen 60 

§ 12. Beispiele zur Differentiation unentwickelter Funktionen 

mehrerer unabhängigen Veränderlichen 64 

Vertauschung der unabhängigen Veränderlichen. 

§ 13. Allgemeine Sätze 68 

§ 14. Beispiele 71 

§ 15. Homogene Funktionen 76 

Kapitel V. 

Der Taylor'sche und der Maclaurin'sche Lehrsatz. 

§ 16. Lehrsätze 78 

§ 17. Beispiele . 81 

Kapitel VI. 

Anwendung der Differentialrechnung auf die Bestimmung 

des wahren Wertes einer Funktion, die für einen speziellen Wert 

der Veränderlichen in unbestimmter Form erscheint. 

§ 18. Allgemeine Sätze und Regeln 98 

§ 19. Beispiele 101 

Kapitel Vll. 

Anwendung der Differentialrechnung auf die Bestimmung der 
Maxima und Minima der Funktionen. 

§ 20. Allgemeine Sätze und Eegehi 113 

§ 21. Beispiele 120 

Kapitel Vm. 

Anwendung der Differentialrechnung auf die Untersuchung 
ebener Kurven. 

§ 22 Allgemeine Sätze 164 



XI 

§ 23. Beispiele. 

1. Allgemeine Aufgaben. 

a) Tangenten und Normalen 179 

b) Asymptoten 180 

c) Singulare Punkte 182 

d) Berührung der Kurven 191 

e) Krümmungsradien und Evoluten 192 

2. Kegelschnitte 193 

3. Höhere algebraische Kurven 197 

4. Transcendente Kurven 204 

5. Spiralen 212 

6. Zykloiden 218 

7. Enveloppen 239 

8. Fusspunktkurven •. . 247 

9. Parallelkurven 249 

Kapitel IX. 

Anwendung der Differentialrechnung auf die Untersuchung 
der Raumkurven. 

§ 24. Lehrsätze 252 

§ 25. Beispiele 256 

Kapitel X. 

Anwendung der Differentialrechnung auf die Untersuchung 
krummer Oberflächen. 

§ 26. Lehrsätze 274 

§ 27. Beispiele. 

1. Allgemeine Aufgaben 282 

2. Flächen zweiter Ordnung 284 

3. Zylinderflächen 289 

4. Kegelflächen 291 

5. Rotationsflächen 293 

6. Enveloppen 298 

7. Fusspunktflächen 304 



Kapitel I. 

Difierentialquotienten erster Ordnung von entwickelten 
Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen. 



§ 1. Grundformeln und allgemeine Regeln, 
Bezeichnen u, v, w, . . . Funktionen der unabhängigen Ver- 
änderlichen- X und sind -7—, -7—, — — , ... die Differentialquotienten 

dx dx dx 

dieser Funktionen und A, B, Cy . * . Konstanten, so gelten folgende 
allgemeinen Gesetze: 

I. y = u + v + w+... 

dy du,dv.dw , 

dx dx^dx^ dx '~' ' ' 

Zusatz: y=C 

dx 
n. y = Au 

dy .du 

dx dx 

Zusatz: y = Au + Bv + Cw + . . . 

dx dx~^ drc"~ dx'" 

in. y=zuv 

dy ^ _i ^ 

dx dx dx 

Zusatz 1: yz=uvw 

dy du . dv . dw 

—£.=zvw-3 — r^^3 — r w^~5 — 
dx dx dx dx 

Zusatz 2: y = wt; 

dy du dv 

dx dx . dx 

y UV 

Sohnoke's Aufgabentammlong« I. \ 
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Der Differentialquotient einer Funktion, dividiert durch die Funk- 
tion, wird der logarithmische Differentialquotient dieser Funk- 
tion genannt. 
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Zusatz 1: 
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Zusatz 2: 
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wo n irgend eine positive oder negative, ganze oder gebrochene, 
rationale oder irrationale Zahl bedeutet, welche von x unab- 
hängig ist. 

Zusatz 1: yz=^ 

du 

dy dx 

dx~2y/V 
Zusatz 2: y = u'' 

dy du 

dx dx 

y ~ w 
Ist u eine Funktion von x und F{u) eine Funktion von w, 
so wird F{u) eine mittelbare Funktion von x genannt, und es 
gilt der Satz: 

VI. AF^^F'iu)^ 
dx dx 
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d F 
wo i^'(M) = — — die in Bezug auf u genommene Ableitung von 

Ol Xi 

F(ii) bezeichnet. 

Ist y = f{x), und bezeichnet man diejenige Funktion von y, 
welche für jeden Wert von y den aus der Gleichung yz=f{x) 
hervorgehenden Wert von x angibt, mit y (y), sodass also x = g^(y) 
oder f[g>(y)]=^y ist, so heisst diese Funktion y(y) die inverse 
Funktion der Funktion f{x), und es gilt die Gleichung: 

dy f{x) 

§ 2. Beispiele zur Differentiation einfacher 
algebraischer Funktionen- 
1) yzuzx"^ 2) i/ = a.ic* 

dx dx 

3) y = 'j-\-i 4) y = ia-\-ixr 

p- = ^x*-^ p- = mhia + bxr-^ 

dx a dx 

5) y = |a;8-fa^ + "^-2a;« + |a!^ 
Il = a:2 (1 — 6 « + 13 a;8 — 12 «3 + 4 a^) 

6) « = — af* — pap-^-\-q 

m 

7) y = 9a:^ + 3a;-» — 3ar-" — aa;-*» 

4^ = 63 a;6 — 15 a;-« + 33 a;"»" + a »i »-<•»+« 
ax 

8) y = 3 a;* — 4a;lT _^9a;l _6a;i -f- 4a:"^— 4 a!"^^ + 7.6"^ 

^ = 7 a;^ — 7a;T +6a;-* — 3a;~^ - 2a;-^ + 2a:-*^ 
dx 

9) 2^ = [o + ia; + ca!2 + e a;*]" 

^ = m(b ■j-2cx-\-3ex^{a-^bx-\-cx^ + eajS)"-^ 
aa; 



— 4 — 



10) ,=V^+A_^+^»^_^+^+«^ 

11) y = !J/(a H- 6 a; + c a;2 + e a^" 

^ = ^(6 + 2ca; + 3ea;2)V(a + &a; + ca;2 + ea;8)"-» 
oder — tn(b-\-2ex + Sex^ 

12) 2/=r— r:^T— i-f 



a — bx-^cx^ {m-^-nx^ -\-px^)^ 
dy_ b-^2cx 2ex^{Sn-{'bpx^) 

dx (a — bx-}- c x^)^ {m-\-nx^ -{-p x^)'^ 

13) y=^{a-\-bx){c-{-ex) 

--^z=ae-i-bc-^2bex 
ax 

14) j,=_ + 80^+.-^-p= 

ax ^ X \X 

15) i/ = 27a:»— V-a;äV^+12a;«+V-a;V«' 

§^ = 81 a;« — 108 a; Vic"^ + 24a;+4 V^2 = (9a;— 6 V^2 -2 vQ« 

16) y = 2 V^ [^% V«+ V/a;V^+ V V^+ ^ W + 9 - ^] 



^ = 36V^+36V^+9V^ + 
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17) y = ** a; V^ - -1-4 «2 V^ + tV «' V» 

|^= V^(4 — 3 a; + a V«) = V^(v^+ 1) (2 — V^)« 



18) 



dx 

ll = a;2 (a;^ V^ - 12 V^ + 16) = x^ ( V^— 2)2 ( V^ + 4) 



19) y = 

dy _ 
dx 

20) y = 

dy_ 
dx 

21) y = 

d£_ 
dx' 



— 6 — 

:(6a;2 — ia;«)* 

:4a;M12 — a;3)(6 — ia;8)8 



V3a; — 2a;2 

'V(3a; — 2a;2)2 

:V(2a;2— a;3)3 

3 a; (4 — 3 a;) 
'4V2a;2_a;8 



22) y=V4 + 2V3^ + 3a;2 
dy 1 -j- 2a;\/3^ 



'^^ v/3^ V4 + 2V3^ + 3a;y 
23) 2/=V(3 + 4V2^)3 

dy^ V2 

<^^ V5^V3 + 4V2^ 



24) y = 



dy 
da; 

25) y = 

dy, 
dx' 

y- 

dy_ 
dx 



Y^|2vS--|+V(rzr^J'' 

|(a; -\-l) yl — a; — y^}/^ 



27) 



a; V^ Vi — a; V2 Va; (« — 1) + « VO- — a;)« 
V(a+a:2)*V(a+a;T 26) y = (b + 3x)y/Qx — 5 

■ Hx^yKa + x^-' 

■ }/(a^-^ax-{-x^(a—x) 
3x^ 




2Va« — a* 



28) y = 

dy_ 
dx 



:(3a;2 + 5 aa; — 2 a«) V «^ + 3a;2 
6 a» + 30a^M-27x8 



29) y = 
dy 
dx' 

30) y: 

dy_ 
dx 

31) j,: 

dy_ 
d»" 



Va2+3a;2 
:(9a2 — 6a6a; + 5 62a;2)y(o + &x)2 

40&8a;2 
3 V« + ft « 



:(2a + 36a;)(2a — 36a;)2V4a + 6 6a; 
:|6(3 6a; — 2o)(216a; + 2a)V6&a; + 4a 



: a; (a* + a;*) V«* — a;* 



Va" 



• a;!» 
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32) y = (a;4-VH^VlT^ 33) t/ = — Va«— a:« 



X 



dx 



vr+ 



X" 



dy 
dx' 



a;2 y/a^—xi 



34) y = (40 — 12x + ^x^y/b + 3x 
dy_ 81a;» 



<^a; 2V54-3 



a? 



35) y = (¥ — 2a;+a;2)V(5 + 2a;)8 

36) y = (4a:-7)(3ir + 7)V3^+7 
§^ = 28a; V3^+7 

dy_ 18 dy_ 160a;S 

38) 2' = {^ + ^}v(3-5a;2)6 41) t/ r= (3 a;* + 4) V9 a;* - 3 



g=_|,/p^5^ 



dy 



135«' 



da; V(9a;* — 3)8 



<^a; 2a;2V3a;+a;2 



720 



äa; 



43) y = (n-AV4^ + ia;\^6^)V(3HhW¥ 



44) y = 



a* — a a; + aj* 

dy_ g — 2a; 

dx {a^ — ax + x^^ 



46) t,= 



rr' 



3 — 1 



X- 



|^ = 2a; + l 
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46) 



49) 



57) 



58) 



o(^-\-ax^-\-ax-\-l 

y= — ^1 — 

ax 



51) 






^ — X^ 



dy . 



2a?x 



47) y. 



48) y = 
dy 



n2_ 



a;^ 



a2 + a;2 

5 -j- 3 ag -j" ^^ 
5 — ^x -\-x^ 

6 (5 - aj2) 



^^ {cfl+x'^)^a^—x^ 

52) y = x\ — ~j— 
^ » a — ox 

dy a^ + abx — b^x'^ 



dx {a — bx)y/a^ — b^x^ 

X 



53) y = 



X 



+ v/l+a;2 



da;~ (5 — 3a; + a;2)« 






vr+ 



a;'= 



(8a;*+4a;2+3)VS2i:i -.s VlT^ + a; 

^ = 15^ ^) ^-Vl+^--^ 



dy^_ 
dx 



x^\x 



ia 



dy_ 'i[yl\+x^ + xf 
dx 



50) y = 
dy 



X 



x" 



55) y 






a; 



Vr+^+Vi^:^ 



da; (ä2 — a!2)Vo* — a;2 



dy__\—yjl — x^ 
x^ V^ — a* 



dx 



56) y: 



iy_ 



6&äa;8 + 30g62a;2 + 40«na!4-16a» 
{a-\-h x)^ yja-^hx 
5&*a;8 



^ V(4a;ä— 5)8 ; ^ 
^ V(5a;2+1)2 * 
dy_ [190a;* + 54a;«+100a;]V4a;8 — 5 
da;~ 3 VCöa^ + l)« 

^ 2«* 

^ ~ (9 a: — 13)8 ^9a;« — 13 a; 
dj/_ 91a;8 



dx (9 a; _ 13)*V9a!2— 13 a; 
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108 — 18\lx — 'ix — ^x\fx 

59) y = », i- 

\2 — yfx 
dy 10 y 

60) y= ,, = 61) 2/ = ^ , 

* V(20 — 3 x^y V(3+5a;6)3 

dy_ 6 dy_ 27 

dx~ x^Mßü — -d x^^ dx~ a;*V(3 + 5a;«)6. 

62) y = [V^8_^^]V(i + 6V^6 

63) y = 



f^=24a;2Vi + 6V^ 



dy a;* 

64) ,= Vm=^7;^{^^^^ + A(7v^-15)} 



jy^ 2V^— 3 

§ 3. Definitionen und Grundformeln für transzendente 

Funktionen. 

Die einfachsten transzendenten Funktionen sind diejenigen, 
welche aus der Exponentialfunktion, aus den trigonome- 
trischen Funktionen und aus der ümkehrung dieser Funktionen, 
nämlich aus den Logarithmen und den zyklometrischen Funk- 
tionen hervorgehen. 

Die Exponentialfunktion e* ist definiert durch die für jeden 
endlichen Wert von x unbedingt konvergente Reihe 

oj '21 X 

e»=l+y + f;2- + j;72:3 + ...inillf., 
wobei e = l+Y + j^+j-|-gi-...in inf. = 2,718281828... 
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Aus der Umkehrung der Exponentialfunktion e* gehen die 
natürlichen (Neper'schen) Logarithmen, deren Basis e ist, her- 
vor, sodass, 
wenn yzzue , 

aj = log. nat. y. 

In der Folge werden die natürlichen Logarithmen durch ein 
dem zu logarithmierenden Ausdruck vorgesetztes l bezeichnet. 

Die Logarithmen in Beziehung auf die Basis 10, welche durch 
ein dem zu logarithmierenden Ausdruck vorgesetztes log bezeichnet 
werden sollen, werden Brigg'sche oder gemeine Logarithmen 
genannt. 

Zwischen dem Brigg'schen und dem natürlichen Logarithmus 
einer Zahl z besteht die Beziehung 

, Iz 

Allgemein gilt zwischen den Logarithmen einer Zahl z in Be- 
ziehung auf die zwei Grundzahlen a und h der Satz 

a 

log^ = — f— ' 
log 6 

6 a 

woraus folgt log a . log 6 = 1. 

1 * 

Die konstante Zahl r-^ = log e, mit welcher man den natür- 
l 

liehen Logarithmus einer Zahl z multiplizieren muss, um den Loga- 
rithmus der nämlichen Zahl z in Beziehung auf die Basis h zu 
erhalten, heisst Modulus. des zur Basis h gehörenden Logarith- 
mensystems. 

Es ist demnach der Modulus des Brigg'schen Logarithmen- 
systems 

-L. = log e = 0,434294482 . . . 

Umgekehrt findet man den natürlichen Logarithmus einer 
Zahl, indem man den Brigg'schen Logarithmus derselben mit dem 
reziproken Werte des Modulus 

-i— = aO = 2,302586093 . . . 
löge 
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multipliziert. Die Multipla dieser beiden Zahlen, deren Kenntnis 
die wirkliche Berechnung abkürzt, findet man in jeder gut einge- 
richteten Logarithmentafel. 

Die Erklärung der trigonometrischen Funktionen entlehnt 
die Analysis der Goniometrie. Während aber in der Goniometrie 
die unabhängige Variable gewöhnlich als eine Winkelgrösse (aus- 
gedrückt in Graden, Minuten und Sekunden) betrachtet wird, zieht 
man es in der Analysis vor, die Länge des auf einem Kreise mit 
dem Radius 1 diesem Winkel als Zentriwinkel entsprechenden 
Bogens (ausgedrückt in Teilen des Halbmessers) als unabhängige 
Variable einzuführen. 

Zur Verwandlung von Winkelmass in Bogenmass dienen die 
Gleichungen arc3600 = 2 tt, arcl800 = 7r, arc 90^ = ^ tt, 

arc 10=-^ = 0,017453293..., arc l'=:r^7r = 0,000290888..., 

Die Multipla dieser Zahlen findet man in den Logarithmen- 
tafeln. Mit Hülfe dieser Zahlen ergibt sich z. B., dass einem Bogen 
von der Länge 1 ein Winkel von 57<> 17' 44,806" = 206264,8" 
entspricht. Der Brigg'sche Logarithmus der letzteren Zahl, welcher 
mitunter gebraucht wird, ist 5,3144251. 

Einige Schriftsteller haben für folgende rationalen Funktionen 
der Exponentialfunktion e^ 

die besonderen Benennungen sinus hyperbolicus von x und 
Cosinus hyp. von x und die besonderen Zeichen 

@ina? und go^ic 
eingeführt. Eine wesentliche Abkürzung wird hierdurch nicht 
erreicht. 

Die inversen Funktionen der trigonometrischen sind die 
zyklometrischen Funktionen arcsina?, arctanga:, etc. 

Unter arcsinrr, resp. arctangx, arccotangrc ist derjenige 

zwischen ^ und + -^ liegende Bogen des Kreises mit dem 

Radius 1 zu verstehen, dessen sinus, resp. tangens, cotangens 
gleich X ist. Mit arccosa? wird derjenige zwischen und jt 
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liegende Bogen des Kreises mit dem Radius 1 bezeichnet, dessen 
Cosinus gleich x ist. 

Unter diesen Voraussetzungen gelten folgende Differentiations- 
vorschriften, wobei u eine beliebige Funktion von x bedeutet: 

Vin. y = e« 

ix dx 

Zusatz: y^^a^ 



dy ^, du 
dx dx 



IX. y = lu 
du 

dy dx 

dx M 

a 

Zusatz 1: i/ = logw 
du 

dy 1 dx 

dx la u 

Zusatz 2: -—=zu.^, wobei y=^lu ist. 
dx dx' ^ 

X. y = smu 

dy du 

— ^=cos u^- 
dx dx 

XI. y = cos u 

dy . du 

dx dx 

Xn. y=zts.iigu 

du 

dy dx /^ I X 9 \du 
1^ = — ö- = (l + tang2a;)3- 
dx cos^a? ^ ' ^ ^dx 

XTTT. y = cotang x 
du 

dy dx /t I j, 9 \du 

T^ = ^-ö— = — (1 + cotang2 u) -T- 

dx sin2 w VI ^ ^ dx 



— 12 



XIV. 



XV. 



y := sec u 

dy cos u du 

dx" 



du 



. , , = — cosec u cotang M -, 
sin' w da? dx 



y = cosec u 
dy cos u du 

dx 



cosec w cotang te 



du 



sin^ udx dx 

Die Formeln X — XIII liefern nach dem Satze über die Diffe- 
rentiation der inversen Funktionen folgende weiteren: 
XVI. y =: arc sin u 
du 

dy dx 

dx~yj\ — u'^ 

XVII. y = arc cos u 

du 

dy dx 

dx~ /T— w2 

XVin. 1/ = arc tang u 
du 
dy dx 



XIX. 



dx 

y= 

dy _ 


arc cotang u 
du 
dx 



dx 



1+u^ 



§ 4. Beispiele zur Differentiation transzendenter 
Funktionen. 



1) y=l{X+X^) 

dy 2a? 

dx 

2) y = l 



X 



1— «2 

dy l-{-x^ 

dx a;(l — x^ 



3) 



4) 



y- 

dy_ 



X 



VIT 



x' 



+n 



x{l-\- x^) 
l-\-x 



dx 

y=h-x 

dy^ 2 
dx 1 — X* 
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5) y = l(x-\-yß^\^ 
dy_ 1 



da; Vi +«* 



6) y = Z 



x^ 



vre— 2a;2)» 



8) 



9) 



J/-// 






-^1 -\- x^ — X 



dy _ 



x"" 



7) 



y 



< 



(a;« — 2)(a!2 — 3). 



10) 



dy_ V2l 
da;~7a;2 — 3 

a:M2a; + 4)^ 



11) 



dy_ 

dx yfi^x^ 

y — ' 12/— TT 

dl/ x*-\-x-\- l 

d«"'a;« + 2a;2 — IIa; — 12 



'(64-7a;+2a;"^(2a;+3)7 

dy_ 12 

da;"~a!(6 + 7a; + 2a;)2 



12) 



y 



_J V(a;« + 3a;-7)" '^^fß^ 
I V(a; — 1)* '^ ^2a; 



+ 3 + v/37' 



:) 



+ 3 — V37^ 

Man setze: 2a; + 3 + V37 = ^, 2a; + 3 — V37 = <, a; — l=:t;, 

alsdann 'wird: 

dy 6 x^ — 4 a; -|~ 1 

d«~a;» + 2a;2 — 10a; + 7 



13) 



14) 



.y.3 ^^ 8 ^2 82 ^ _l_ 82 

y- (5a;-4)2 + tittt ^4 - 5 a;) 

dy bx^ 

dx (5 a; — 4)^ 

J, 125 65 35 

a;^ 12 ^ 3 ^^ 2 ^ ^^ , ., x 



(l+a;)* 



1+a; 



dy 
dx 



'xHl+xy 
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,,, 246a; — 18 , bAy/S + xy/jX , ,.„ . ^ 

dy_ 5 — 2a;8 
da;~(3-7a;2)2 

„. _fj 5 13a;» 7 a;* a;« 1 1 , a;« 

^ S' — 15^2 12 -r 75 250 "'"625/(^2— 5)* ^tft<^2_5 

dx a;»(a;* — 5)* 

17) y = pa;]» 

^ = nPa;r-^^ 
dx X 

18) y = oa;"U6a;") 

^ = aa;— Umi(6a;")4-«] 
dx 

19) j/ = oa;"p(6a;")]P 
aaf^^P(J 



20) 



^ = a af^^ P (J a;")]"-^ . [m ? (6 a;») + j) «] 



V(^2a;)2 
dy_ a;(5a;» — 8).;2a; — |a;(a;» — 4) 

31 



Ax Sj{l2xf 

21) y = e*.a;» 23) y = e"(a;»— 3a;» + 6a;— 6) 

|i^ = c-a;»-Ma; + w) ^ = a;».c- 

dy \ i ' ^^ 

22) y = a2^-8«' 24) y = af 

^ = 6a;(x—l)a^-^'la p-=x'{l + lx) 

dx dx ^ 

25) y = i4:x + bx»)'>''-^ 

g = (4.+5a.)— {^?^|i^ + (6a^2)i(4.+5a.)} 

26) y = l[{Sx — 7x'')^-'^ 
d^^ ibx-2)iS-21x^ _^ 
dx öx — 1 x^ 
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27) y = l{lu) 

jy^ 1 du 

^^ ulu dx 

28) y = (4x-3)i{|- + 4a; + i(|f^)} 

29) 2/ = «" 

dy , , d« . , , d« 

dx dx dx 

30) y = Z(M'') 31) y = Quy 

^ = lu.^-^^.p^ ^ = '-Qu)'-^^ + {luyilup- 

dx dx u dx dx u dx dx 

32) y = w(«'") 

dx L dx V dx ulu dxJ 

33) y=äii''x 34) j^ = sinwaj 

^ = nsin"-^a;.cosic — ^ = tn. cos mx 

dx dx 

35) y = sin (p a; 4" ö') 
-^=p.C0B{px-\rq) 
Wenn n eine gerade Zahl ist, so ist: 
cos n ä; = + [1 — :j— ^ cos* o? + .. ^ o / <''0S* a? — . . .] 

Diese Gleichung .auf beiden Seiten differentiiert und durch ( — n) 
dividiert, gibt: 

_ ^2 4 (^2 4) (^2 16) 

sinnic= + wsina;[cosa;~T— ö— öCOS^ic + ^^ — -[ 9 ^ i p. — c,os^x., .] 

Ist n ungerade, so hat man: 

cosna;=+ncosa;[l — ^ ^ o COS*a;H- \ o 3 4 ^ cos^^? — ...], 

woraus sich durch dasselbe Verfahren, wie oben, ergibt: 

smna? = + sinaj [1 j— g- cos^ rr + 1 03 4 ^^^ ic — . . .] 
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Die oberen Zeichen sind zu nehmen, wenn n von der Form 4 a 
oder 4 a + 1» die unteren, wenn es von der Fonn 4 a + 2 oder 
4 a + 3 ist. 

Diese vier Formeln, welche in Kap. V abgeleitet werden, 
können in einigen der folgenden Beispiele zur Vereinfachung der 
durch die Differentiation unmittelbar erhaltenen Resultate dienen. 

36) 2/ = I sin 7 ic + I sin 5 ic + i sin 3 a; — 5 sin a; 

d u 

— ^ =: COS 7x + 3cosbx + cos 3a:— - 5cosa; = — 64sin^a?cosöaj 

dx 

37) 2/ = ^ sin 8 a; + I sin 6 ic + sin 4 a; — 2 sin 2 x — bx 

d 11 

-^ = cos 8 0? + 4 COS 6 a: + 4 cos 4 a: — 4 cos 2 ic — 5 

dx 

= — 128 sin^ X cos® x 

38) 2/ := I cos 9 rr + I cos 7a; — I cos 3a: — 6 cos a: + 1 cos ( — |) 

d n 

-7^ = — sin9a: — 3sin7a; + 8sin3a; + 6sina:=256sin8a:cos®a:: 

dx 

39) y = yi^ cos 10a: + i cos 8 a; + i cos 6a: — 2 cos 4a: — 7 cos 2a? 

d ij 

j^ = — (sin 10 a: + 4 sin 8 a: + 3 sin 6a: — 8 sin4a; — 14 sin 2 a:) 

CL X 

= 512 sin^ X cos^ x 

40) 2/ = ^^ sin a: + 3 a:^ cos a: — 6 a: sin a: — 6 cos a: 

— ^ = a:^.cosa: 
dx 

41) y = tang a: + i tang» x 43) y = tang x — cotg x — 2 a; 
fl = Ä fl = (tang» 0. + cotg».) 

^2> ^ = (^ + 33^)'^^ *^> j/ = (cos2a; + |)sm»a: 

dy 8 — 3 cos* x dy ^ . ^ ^ 

-7^ = ^ ^ = 6 sin^ a: cos» a: 

d X cos^ X dx 

45) y = i cos x cotg x — ^ cos 2 a: sin a: — | sin a: — ^ cosec x 
dy cos^ X 

dx sin^a; 

46) t/ = Jgö. a: + ccitg a: + i sin 2 a: + A sin 4 a: 

dy .. 1 , Oll A cos^x 

■~- = ^- ^-ö h cos 2 a: + J cos 4 a: = 7-=— 

dx * sin^a: ' " sin^a: 
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._ 3coseca; — 2sina; ,- . „ 
*^ y^ 6^^?^ ¥cotg2x 

Ay 1 sec* X . cosec* x 

dx sin* a; cos*« cos*a; 

48) y = — ^^^-^ltAngx + lsisii 

dy_ 1 



49) 



dx sin* x cos a; 



^^-3SS^-55^ + '**°«^(t+t) 



dy _ 1 _ tanga; 

dx sin* a; cos a; sin^a; 



50) y = i cos» a; + cos a; + i tang | x 

-^ = cos»aJCOtga: 

dx ^ 

51) y = T cosec^ X + cos^ a; + i cos* a: + 3 i sin a; 
dy cos^ X 

dx sin^a; 

52) y = i sin- x cos^ a? — f| cos» x — 3 cos a; — \ cotg x cosec x 

— \ l tang \ X 

dy cos^ X 

dx sin" X 

53) y = itang*a; — ^ tang^ a; — ? cos a: 

-7^ = tang5a: 
d X 

54) 2/ = — Icotg^aj-f icotg^a^ + Zsina; 

■^ =: cotgö X 
CLX 

55) y = i tangß x — i tang* a; + y t^n?^ a; + ^ cos a; 

3^ = tang'^a; 
dx 

23 + 18cos2a: + 3cos4a; , ,^ 

56) y = —^—^^ + Ztanga. 

dy sec x . cosec x 



dx cos^a; sina;cos^a; 

Sobnok«*! Anfg>b»nfMninlnng. I. 
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57) y = - r ' n \^ [-G.ltangx 

-^ =: sec^ X . cosec^ x 
dx 

58) y^ (-^i^ + y<^o«/^-t«>«8^>«>tg2a. ^^^ 



(sin 2 ic)^ 

--^ = sec^ X . cosec"^ x 
dx 

59) y = sin(m + na:) 60) 2/ = [tang(p + grr)]^ 

§^ = n.cos(m + «^) dy^ 2gtang(g+g.r) 

da; \ I / ^^ [cos(p4-3^)]^ 

61) y =: ä;2 . sec (j) a? + g a?^) 

dy 2 a? + a;^ (p + 3 g a;^) tang (j? a; + g x^) 

d X cos (2? ^ + g x^) 

62) j/ = — r^: 63) y = — r-7 «- 

dy g cos a? + 6 dy ia -f- &) sin 2 x 

da;~ (a + 6cosa;)2 d^ ~~ (ö+TcöP^ 

ß .V , 6 + a cos a; + \/6^ — a^ . sina; 

64) y = 6 — ■ T-r- 

^ a + 6 cos a; 

dx a-{-bcosx 

65) t/ = e*^(öf sina; — cosa;) 66) y = e^(a cos a^H- sin a;) 

p- = {a^-\-l)^.siax ^ = (a2 + l)e«-cosa: 

dx dx 

67) y = a e^ sin a; (a sin aj — 2 cos a;) + 2 ö**' 
^ = a(a2 + 4)e«-sin2a: 

(t X 

nc\ -^ o / . rt . N . 6e***(acosa; + sina;) 

68) y = e«^cos2a: (a cosaj + 3 sina;) + ^ y^^^^-r ^^^^) 

^ = (a2 + 9)e«^cos8a; 
dx 

69) y = e8^(3 sin a; — cos a;) + e^ (5 sin 2 — cos 3) 

:i--=10e^^.sina; 
da; 
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70) y 






dy _ 2 6*^^(008^^? + sina;) — 4 (cos^a; — e**^^) 

d a; "~ [cos X {^ — e-^) — ^^ * {e^ + e'^)] Vcos^ic — e»«*«^* 
71) y = arcsiii\/^ 72) a: = arc sin 2 rc Vi — ä;^ 

dx y/l —a^ 

73) y = 9LTGsm\^^ 74) 

dy^ 1 

dx (l-\-x)yl2x{l — x) dx 1+x^ 

75) y =: ic^ arc sin — 

X 

-^ == a?2 fs arc sin , ' \ 

dx \ X y/x^—lJ 

hx — a rt^v ^ X 




76) y = arcsin— === 81) y = arctang-^ 

x\b^ + a \1 — x^ 

dy V^^ d_y 1 

dx~xy/x^'\'2hx — a dx~y/i—x^ 

77) y = arcsinv/ ^+ff , 82) y = arc tang — ^==== 

dy bx dy 1 

dx~ (a-\-l + bx^)y/a + bx^ dx~y/l^x — x^ 

78) y=arctang:p- ^ 83) y = arctang ^~ 

dy 2 dy 1 

da;~l+a;^ dx~xy/x^ + x — l 

79) y=rarctang ^ ^^ 84) y = arctangy ^ ^^^^ 

dy 1 dy ^ 

da;~2(l+ic2) drc""^ 

80) y = arc tang ^ )1 86) a? = arccosVl — x^ 

x\3 

dy_ \/3 



dx 7a:2 + 4a; + l 
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86) y = 

dy_ 
dx 




87) y = arc cos 
dy_ 1 






88) y=: 



89) 



90) 



y 

dy 
dx 

y 

dy 
dx 

y 

dy 
dx 



2^x — x^ dx x}Jx^ + x — l 

Vi — x^ — 0? . arc sin Vi — x^ 



= — arc sin Vi — x^ 



= (l — ix^x.ej^csmy/l — x^ — ^{7''X^)y/l — x^ 



= (1 — x'^) arc sin Vi — x^ 

==ix^ — [\x Vi — x^ — i arc sin x] . arc sin 



X 



X' 



■y/T^ 



arc sm x 



x" 



91) y = [— (i ic* + 1 X) yll — x^ + tV arc sin a:] . arc sin a; 



dy_ 
dx 

92) y = 

dy_ 
dx' 




. arc sm a? 



vr=: 



a?^ 



V2 
arc sin a: + i Z (1 — 0?^) — arc sin ^ 



(1 — a:«)l 



arc sin x 



93) y = — arc sin 

X 



dy^ 
dx 



v^+tKi^^ 



= 2 . arc sin Vi^— ic^ 



X 



94) 2/ = 

dx 
96) y = 

cZa;" 
96) y = 
dy 
dx 



{^ x^ — i) arc cos a; — ^x y/l — x^ 
X . arc cos x 

iVl^^^— (1 — T^^)arctangVl — ^^ 



: X arc tang Vi — a?^ 

: i a; 5 arc tang a; — yV a;* + tV a?^ — tV ^ 1 + a?^ 

: x^ arc tang x 
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97) y = [x — i arc tanga?] . arc tang x — \l(l--\-x^) 
dy x^ . 

Man setze 2 arc tang x für arc tang ^ ^ 

dy 16 x^ . 

3^ = 7i ZKTi öT.arctanga; 

dx (1 — a:*) (1 — rc*) 

100) y =. arc tang tang 2 {x + \/xH-^) 

dx y/x^-j-a 

^VA tlLTIff J! ' ■ 

101) y = {arctang>S|!zLlj 



arc tang - 



Es ist arctang-^^ — ■ = | arc tang a?==t*. 

X 

Ferner ist, wenn yz=u^, ly = ulu, 
dy 

f^=tt «t..^.i>"— { ' - 'I (t+y^l 

.nox sina; , 2 l+2cosic 

102) y= — ^r-, ^-7=arccos-T7-n 

^ ^ 2 + cosa; ' ^^ 2 + cosa? 

dy__ 3 
da; (2 + cosa;)2 

103) y= arc tang Y^^-XT*^fi^^aj 

dy^ iVa^ — &^ 
dÄ a+6cosa? 



.2 
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^ ^~ 2p\n mj^ ^^(m + n) + (m — w) cos a; 

, J^/J^ , J^\ ^^ 2g sing; 

•" 2 g V n "^ m J ^ (m — w) + (wi + w) cos a? 

dy^ 1 

dx a+ 6cosa; + ccos2a; 

HAc:x 1 /"l I l^ * 2gsinic 

105) t/ = rr— ( arc tanff 7 — j — z—r-r ^^ 

^ ^ 2pVn ' m/ ^(m+w) + (w — n)cosa? 

1/1 1\ ^ 2g sin a; 

— ^r-l larctangT r— 7^7 — ■. — r 

2g\n m/ (w — n) + (w + n) cosa? 

dy cos X 

dx a + ^^sa: + c cos 2 a? 

In diesen beiden letzten Formeln ist m^ = a + 6 + ^ 5 
n2 = a — 6 + c; p2 = i(wi — n)« — 2 c; g« = l(m + w)2 ~ 2 c. 



Kapitel II. 

Differentialquotienten höherer Ordnungen von entwickelten 
Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen. 



§ 5. Allgemeine Sätze über independente Darstellung der 

Differentialquotienten höherer Ordnungen entwickelter 

Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen.*) 

Zur Abkürzung soll in der Folge das Produkt aller positiven 
ganzen Zählen 1 . 2 . 3 . . . n nach Kramp mit n! (n Fakultät) 

und der Binomialcoefficient zr-^ — ^ — -^^-ii — ^^^^-^ mit 

1. 2. 3. . . . r 

l^j bezeichnet werden. Unter (qI und 0! ist immer die Zahl 1 

zu verstehen. 

Bezeichnen u und v beliebige Funktionen der unabhängigen 
Veränderlichen x, so gelten für die Bildung der Differential- 
quotienten höherer Ordnungen folgende Vorschriften: 

L y = u-{-V 

da^ dx^ dx^ 
n. y = A w 

d^y . d*M 

da;*~ da:*' 

wenn Ä eine von x unabhängige Grösse bezeichnet. 



*) Vergleiche Hoppe: Theorie der independenten Darstellung der 
höheren Differentialquotienten) Leipzig l$i5. 
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m. y=:uv 

d^'y iM; , /n\ du d^^v , ln\ d^ dT^^v , 

d^~'^ d^'^VIdidaf^-^^KV dx^daf^-^^ 

, /n\ d* tt d*~*w j^ ^^/ n \d""^wdt7 , d»w 
+ UJd^d5^* + --- + ln-lj 



^daf'^dx daf" 



V 



="2(Ö^g^ = «y°'t..(g + fD" (Sat^ ^«»^ Leibniz). 



*=0 

Eine allgemeinere Fonn desselben ist; 

yzzzuvw . . . 
d 
da^ 



y V /"dtt . dv . dtü . Y 

Wie die symbolische Entwicklung von l- — |- -i— J nach dem 

binomischen Lehrsatze zu verstehen sei, erhellt aus der vorher- 
gehenden ausführlichen Formel. Es möge noch hervorgehoben 

werden, dass -5— 7c und -7--« die Funktionen u und t; selbst bedeuten. 
dx^ dx^ 

Bezeichnet F^u) eine mittelbare Funktion von Xy so gilt in dem 

speziellen Falle, wo u eine lineare Funktion von x ist, für jeden 

positiven, ganzzahligen Wert von n der Satz ]^^ = i^<*> (m) yr^) . 

(Vgl. Formel VI, § 1 fürn = 1.) Ist dagegen u irgend eine andere 

Funktion von x^ so werden im allgemeinen die Differentialquotienten 

d u d u 

T-y ^— ö • • • wieder Funktionen von x sein, und man hat der Eeihe 

dx dx^ 

nach, wenn man von der Lagrange 'sehen Bezeichnung jP'(w), 

F" (w), . . . -F^"^ (w) für die erste, zweite, . . . nte in Bezug auf u 

genommene Ableitung der Funktion F(u) Gebrauch macht: 

y = F{u) 
dy _ dF(u) _p^^.äu 
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und im allgemeinen 

In dieser Formel bedeutet Ak eine von der Natur der Funk- 
tion -F völlig unabhängige Funktion gewisser in Bezug auf die 
unabhängige Variable x genommener Differentialquotienten von u. 
Kann demnach Ak für eine spezielle Funktion F bestimmt werden, 
so behält das Resultat seine Gültigkeit für jede beliebige Funk- 
tion jP. 

Setzt man z. B. y = F{u) = u^y so wird 

Dann wird die obige Gleichung 

Dividiert man beide Seiten durch v!" und beachtet, dass (^j 
für Ä: > Ä verschwindet, so ist 



u-^ 



^^=|^i©»-.^. 



Setzt man für den Augenblick der Kürze wegen 



d* (tt*) _ 

k\ «~* Äk = Vk, 



« ^^ = «*' 



so gibt die Gleichong 



«^=2(ä)^*- 
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Wenn man in dieser Gleichung der Beihe nach ä = 1, 2, 
. k einsetzt, so folgt: 

Wi = Vi 

W2 = 2Vi-\'V2 

wg = 3 Vi + 3 1;2 + vs 

W4^ = 4iVi -h 6 1;2 + 4 Vß + ^4 



m = Qvi +(2)^2 + (3) ^3 + • • 
Eückwärts erhält man hieraus leicht: 

Vi =z Wi 

V2 = — 2wi-\-W2 

Vg = 3 1^1 — 3 tt;2 + ^8 

V^=: 4 Wi -f- 6 U'2 — 4tw^-\- W^ 



Vk> 



!;, = (- l)*+^(J)u;i + (-l)*(^)t^2 + ... + u;* 



h=k 



=2(-i)*-^-Iä) 



IVh- 



Ä=l 



Setzt man für v und tu ihre Werte wieder ein, so findet sich 



^*=l!2(-i)*^n9^" 



und daher wird 



Ä=l 



dx^ 



*=1 fc=l 



Beachtet man, dass 
(y - 1)*= (- D* (1 - y) = (- 1)* 2 <- ^>* © »"^ «'' 



fc=0 



und differentiiert man diese Gleichung nmal nach einander, indem 
man y ^s Eonstante betrachtet, so folgt 



dar 



h=l 



oder wenn nach der Differentiation y = w gesetzt wird: 



h-1 



dx^ 
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Mit Hülfe dieser Grleichang erhält die Formel lY* folgende, 
in manchen Fällen brauchbarere Gestalt: 



ly ^•^(t*) 






p^^AP^JX. 



Die beigefügte Marke ^y ^=wl soll andeuten, dass die Grösse y 
während der Differentiation in Bezug auf x als konstant zu be- 
handeln und nach Ausführung derselben durch u zu ersetzen ist. 

Macht man in dieser Gleichung u=^x^, so erhält man einen 

Ausdruck für — i n y dessen Umformung jedoch einige Weit- 

Vk X 

läufigkeiten verursacht. Es wird daher zur Herstellung der nten 
Ableitung von F{x^) der Weg der Induktion vorzuziehen sein. 

Setzt man 
y = F{x^, 
so wird 

ax 

f^=(2x)»F"'ix^-\-Qi2x)F"ix^), 

^ = (2 x)* F^^ (««) + 12 (2 xY F'" («2) -j- 12 F" (»«), 

^ = (2 a;)6 F^ (x») + 20 (2 x)^ F^ (a;^) + 60 (2 x) F'" (a*) , 



IV a. y = F{x^ 

^ = (2 «)" J'w («2) + n (n — 1) (2 a)»-» ^<"-« {x^ + 

+ n(n-l)(n-2)...(n-2p + l) (2^)^.p^(^) (^«) ^_ . 

1 . J. . .J7 
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Die Richtigkeit dieser Formel kann durch den Schlnss von n 
auf (n + 1) erwiesen werden. 

Auf analoge Weise wird gefunden: 
IVb. y—Fiy/x) 

d'y_ ^^(V^) n(n— 1) ■F<"-^ (y/x) 

(n + 1) n (n — 1) (n — 2) .pt»-») (V^) 
1-2 (2Va)»+» 

, ._.xp (w+p-l)(n+i^2)...(n+l)n(n-l)...(n-p) F^-r» jy/x) 
"^^ ^ • 1. 2. 3. . . . p 2(V^)"+' ■■■ 

IVc. y = ^(i-) 

(n-l)(«-2)g) ,1. 

Setzt man in der Gleichung IV* M = a^, so ergibt sich 
y = Fix') 






Demnach hat man den Satz 
IVd. y = Fia^) 
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wo X.=^|(-1)H. (*)(») = 

=(-^)--?iiö-©av©(«)-+(-«-©f«)] 



(Man vergleiche die drei vorangehenden mit der hier aufge- 
stellten Formel). 

Macht man in der Formel IV* tt = c*, so kommt 

Ix"" 






Folglich ist 



dx ^ 



§ 6. Beispiele. 

1) y = af 

g = ^C«-l)^-2)...Ca-n+l).ay- 

2) y-^ 

*:y _._.., ftO*+l)(A* + 2)...(ft + n-l) 



- äö - 

4) j/ = a/x 

dry_(_ ix,_i 1.3.6...(2n — 3(2n — 1).V^ 

da;»""^ ^ (2« — 1)2».«" 

(Der Faktor (2n — 1) ist im Zähler und Nenner hinzugefügt, 
damit die Formel auch für den ersten Differentialquotienten, für 
n = l, ihre Anwendung finde.) 

5) y=4= 

\x 

*^^ 1.3.6...(2n — 1) 

dx' ' 2*.af^x 

6) y=yx 

d;;j/_ j 2.6.8.11...(3n— 7)(3«— 4)(3n — 1).V^ 

da:"~^ ^ • (3n-l).3-.a!- 

(Wegen des Faktors (3n — 1) siehe die Bemerkung bei 
Aufgabe 4.) 

\x 
dry ^ 1.4.7.10...(3n — 8)(37^-5)(3w — 2) 

daf~^~ '" • 3*af}fx 

8) y = \f^ 

*ly_/_lx»-,o l-4.7.10...(3n-5)(3n-2)V^ 
da;»"'' ' (3n — 2).3»a!» 

(Wegen des Faktors (3n — 2) siehe die Bemerkung bei 
Aufgabe 4.) 



*li/^/_l^« 2.5.8.11...(3n — 1) 
da" 3»a!» V^ 

10) y = (a + /9a;)'' 

g = |tOtt-l)(jt*-2)...C«-n + l)i9»(a + iJa;)M- 

11) y=ia + ßxy 

Nach dem vorhergehenden Beispiel findet sich mit Hülfe von 
IV a, § 5, wenn man noch zur Abkürzung das Binom a-\-ßx^ 
piit u und seine erste Ableitung 2ßx mit u bezeichnet 
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1 n(n-l)(n-2)(n-3) /W , 1 
"''l . 2 .(/« — » + l)(/tt — « + 2)Vu'V "^* • J 
12) t/ = (a + 2 6a; + ca;»y' 

Die gesuchte nte Ableitung geht aus 11) hervor, wenn man 

darin a, /?, a? ersetzt durch , c, --\-x. Macht man dann 

c c 

noch a -{■ 2 b X -{- c x^ = u, 2 (b -i- c x) =^ u, so erhalt die Lösung 

die nämliche Form, wie in Beispiel 11). Lagrange, M6moires 

de Berlin, 1772). 

Anmerkung. Die Substitutionen a = l, 6 = 0, c=: — 1, 
a;=cos^, n = v — 1, jti = v — j^ ergeben unter Anwendung der 
allgemeinen Formel 

Ö. (v\. u.M. . sinv^' 

tang^-(2Jtang3^+ytang6^-... = ^^^ 

welche durch Entwicklung des Ausdrucks 

sini^^' e""* — e*"^**' (cos 2!-\-isiJi zy — (cos ^^ — i sin zy 

cos'' z 2 i cos" z 2% cos" z 

entsteht, den bemerkenswerten Spezialfall 

i:=i%:^^ = (-l)-.1.3.5...2v-l)?^ 

(XX V 

(Jacobi, Crelle's Journal XV, S. 3 und 0. Eodrigues: 
Thöse sur l'attraction des sph6roSdes, 1815.) 



14) y = 



S=;-T«i^[i-("r^)©+('^^)©-...] 

WO t^=:a + /9a?2^ u=^2ßx. 
(Vergleiche Beispiel 11) für ji* = — 1). 
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Durch das gelegentlich des Beispiels 12) angewandte Ver- 
fahren erhält man dieselbe Formel, wie im Beispiel 14). 

X 



16) y = 



a-\-hx 



XTi ,,— (« + fea;)*» 
^^^ ^-(a' + ^'a;)" 

Nach dem Leibniz'schen Satze erhält man, wenn der Kürze 
wegen gesetzt wird 

4 = w (»n - 1) (m - 2) . . . (m - « + 1) J" ^^^tM" 



{a-\-h'xy 

ty.- 4 Fl -H P (h\ (a-\-bx\ 

dx'~ l U/ im-n-\-l)\bJ\a'-\-b'J^ 

(n\ P(p + 1) (b\» (a-[-bx\ ' , 

'^\^)im — n + 2)im—n-\-l)\bJ\4i' + b'xJ '^'" 
I / .Jn] j>(p + i)...(j,-^+i) ( b\'(a-^bx\' 1 

"•" '■ ^'' V^/ (m— n+Är) (m-w+A— !)...(»«— «+1)V6 7 U'+ftV - } 



18) y = -, ^ 



o« — 6«a;« 



Es ist y = ^( — ^ 1 i^-i— ), 

* 2a\a — bx^ a-\-bx/' 

folglich 

d»y_n!6"r 1 (—1)" T 

da;"~ 2o L(a— 6a;)H-i + (o-|-5a;)»+iJ 

Für ein gerades u hat man demnach 

T 
d*y nlb* 



und für ein angerades n 






*=-T 



12(2^1)«"""-'^"^^ 
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Ordnet man nach fallenden Potenzen von Xy so wird sowohl 
für ein gerades, als auch für ein ungerades n 









ti.,,. .. ,. «X- w 



(Unter dem Zeichen A<-ö- ist hier stets die grösste in -^ 
enthaltene ganze Zahl zu verstehen.) 

Substituiert man in der Lösung der Aufgabe 18) 6 i für &, 
so wird für ein gerades n 

und für ein ungerades n 

Eine andere Form der Lösung dieser Aufgabe wird erhalten, 
wenn man schreibt 



^ a2 + 62^2 2aVa — i&ic"^a + i6J' 



+ ft^ic^ 2aVa — i&ic a + i 
Hieraus folgt 

d-y_ n!&- r 1 (-1)- 1 

da:'*" 2a L(a — i6a:)''+^ ^(a + i6ir)»+U 
Setzt man nun a = r cos y, 6 x = r sin y, so kommt für ein 
gerades n 

^ = (-1)« ^ cos [(n + 1) arctang — J 

a(a2 + fe2a:2) « 
und für ein ungerades n 

^ = (-1)« ^sm[(n + l)arctang— J 

a(a2 + 62^2) 2 

Sohaoke's Aofgabeniaminliiiig. I. 3 
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Mittetet der Zerlegung 

1 =-^(^ ^—) 

a*+6^a:* 2ai^x — ai bx-\-ai/ 

erhält man durch eine analoge Rechnung eine Formel, die sowohl 
für ein gerades, als auch für ein ungerades n Gültigkeit besitzt. 

a{a^ + b^x^) « 
20) ^ 



af — a"* 

Man muss hier die Zerlegung in Parüalbrüche, die bei der 
Integralrechnung ausführlicher besprochen wird, vorweg nehmen. 
Ist f(^)==^^ — a){x — ß),..ix — v) 

eine ganze rationale Funktion von x, und sind deren Nullstellen, 
a, ß , . .V sämtlich von einander verschieden, so gilt die Gleichung 

1 A , B , N 



fix) (x—a) ^ (x — ß) ^'"^ (x — v) ' 
wobei 



A = 



dm '^-\dm\ ••^- dfjx) 

L dx _Jx=a L dx Jx=ß L dx Ja 



In dem vorliegenden Falle sind diese Nullstellen, die Wurzeln 
der binomischen GlaichuBg rc** = a***, ohne Weiteres bekannt. 



A. wenn m gerade ist 
1 1 



f-J ?_) + 

\x — a x-V-aJ 



af* — a"* ma"*~^ \30 — a a? + 



'^T**-^ cos h 1 sm - 



m m 



ma^^ ST 2h n , . 2hn 
'^^ X — acos «asin 



m m 



h^fm-l COS ZSin 



2 



m m 



. , 2hn . , . 2h7v* 
*-^ X — acos |-zasin 



- 36 — 

also mit Hülfe von 13), wenn man noch setzt: 

2hn; 
X — a cos - 



m 



ya;^— 2 a 



iccos \-a^ 

m 



. 2hn 
asm- 



m 
sm ffh = 



\x^ — 2ax 



2hn , 

cos h a 

m 



2 



cos (— ^ +(«+!) 9i) 



fc=-i-m— 1 



+ ^~^^"-i^^*f§ 



B. wenn m ungerade ist 

1 11,1^ ^«-^+*^"»^r 



M- 1. 1 



x*" — a"* m(jr^^ X — a ma**~^ jS" 2Ä7r . . 21in 

'*~^ a? — a cos 1 a sm 

m tn 

Ä=ü^ 2Ä7r . . 2hn 
cos * sm 



+ ^^^^^^^'2 



m wi 



i_. 2}in , . . 2A7r 

*-* a? — acos h»«sm 

m m 

also unter ähnlicher Annahme wie vorhin: 






«^1 (2hn 
*— 2~ cos I 

+ (-!> 



(^ + (n + l),.) 

yla;*— 2aa;cos l-o^l 



21) y=^=^— 
\a-\-bx 

^_ / M« l-3.6...(2n-l) 

2»(a + 6a;) " 

3* 
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Aus Beispiel 11) £ür /* =: — i, a = a, ß = b erhält man 

<^y_/ .x, 1.3.6...(2n— 1) «" r 2^w(n— l) /^i>«\ 
daf"^ ^ 2" «!±iL l.(2»-l)V2y 



(2»-l) 



■ 2^.nin—l)in-2)in-3) (bu\* l 
^" 1.2(2n — l)(2n — 3) VV "J 



dx'~~^ ' 2- ?=±iL "•" 1.(2» — 1) VäJ 

i 2« . n (n — 1) (n - 2) (n — 3) /6 «y ■ 1 



^ 1.2(2n — l)(2n — 3) 
wo u = a — 6 a;*, ?t' = — 2 6 a; 



24) y = V(ä+M^ 

Bezeichnet j> die grösste in -^ enthaltene ganze Zahl und 

ist n <i> + 1, so ergibt sich der «te Düferentialquotient unmittel- 
bar aus 10); ist dagegen n >i) + 1. so wird 

|^ = iu(jtt— 2)0*— 4). ..(/» — 2j)). 1.3.5. ..(2«-2j)-3)X 

— 1 \»-*-i 1 



^ U/ • Vo + 6aJ 



-\-b^ VH^^ 



25) 


y= 


:e* 






da:» 


:e" 




26) 


y = 


:e^» 






d-y_ 
da;" 


= 6»e*+*- 




27) 


!/ = 


-g.«+*... 






dy_ 
da;" 


= 2&.e»H*'*' 


hx 
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g=26». «••+*•»•. [2 6« a;« + l] 
^ = 4 63 . «.H^-. [2 68^.8 + 3 6^] 

^ = 4 6* . e"H*'»" . [4 J* a;* + 12 69 »« + 3] 
^ = 8 66 . e«H^*»' . [4 66 «6 + 20 6» a;8 + 15 6 a;] 



g = «-M--.22-.1.3.5...(2p-l).(2;)6— Pa--p 

28) y = a' 

29) y = e^.ar 

da; ^ ' ^ 

— ^ = e« . [a?"» + 2 waf~-i + m(m— l)a;«~«] 

^ = e*. [a;"*+ 3ma;^^+3w(w— l)a;'^«+m(m— l)(m— 2)af^"8] 






p=0 

30) y = ^a; 



Da ;t^ = — ist, so wird nach Beispiel 2) 



31) y=lia-{-bx) 

Mit Hülfe Ton Aufgabe 13) wird 

^y_/ ..^, (n-l)!6» 
daf'~^ ' {a + hxY 
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32) y = lia* — b^x^) 



dy_ 


2}fix 


dx~ 


a* — b^x^ 


cPy_ 


2j2(j2a;2 + a2) 


dx^ 


(o8_ j8a;2)« 


d^y.- 


ib»ib»x»-{-Sanx) 


dx^ 


(a« — 62«2)8 


d^y 


12 6* (6* a;*+ 6 a2 6» a;2 + a*) 


dx^ 


(a2_j2a;2)* 


d^y 


48 6« (6» a;6 + 10 a2 6« a;» + 5 an a;) 


dx^ 


(a«- 62x8)6 



dx*~ (o2 — 62 ic«)» 2 (2*^) ** ^^ '^^" " 

j»=0 

33) y = lia^-\-b^x^) 

34) y = l^^+^ 
' ^ a — bx 

Da ^ = -5 — TS— 5 ist, so wird nach Beispiel 18) 
dx a^ — b^x^ ' 

p— 

35) y = (a + 6a;)"'i(a + 6a;) 
Der Leibniz'sche Satz liefert 

^ = TO(m — l)...(m — « + l)6»(a+6»)"^[Ua + 6a;) + 

, (?) 0-' , 

"•"(». -n + 1) (m— n + l)(m — n + 2)'^ 

@'-^ 1 

"^(w — n + l)(»n~*t + 2)(«» — n + 3) "J 
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36) y = lih + x + y/a + 2bx + a^ 
Da ^y= ^ — 

so kann der gesuchte nte Differentialqaotient als Spezialfall des 
Beispiels 12) erhalten werden, indem in 12) ft = — ^ und (» — 1) 
an Stelle von n gesetzt wird. 

d'y^, .,_ ,1.3.5...(2n-3) u'-'T 2K(n-l)in-2)( u\ . 
da^ — ^ '■f 2»-» • *5=iL 1.(2»— 3) U'V 

28.(n — l)(n— 2)(n— 3)(n— 4) /_M_y_ 1 
"^ 1.2.(2n-3)(2n-5) \u'V '\ 

37) y = sin p a; 

-^=1) cos pa;=p sin (pa; + ^j 

^ = — lj2 smp a; = p2 sin ^p a; + 2 ^j 



g=|,-siB^a:4-nf) 
38) y = cos^a; 



^_-p~cos(j,a: + n-j) 



d^y_^ 



39) y = e*"^«sin(ajcosa) 
— I = e*"»^« sin fic cos a — n a + n -^1 

40) y = e"*'sinwic 

dt/ / . . w \ 

Setzt man — =^ tang y, also a = (a^ + wt^)^ cos 9, so wird 

ß^ MM 

— ^ = (a2-f Tn^)» e«*sin(wic + nf)) 

Ol Qu 

41) y = (a — J o:)* sin (a + 6 0?) 
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Der Leibniz'sche Satz liefert 

j^ = (— l)»m(m— 1). . .(m— n+1) ft«(a— Jx)»- [sm(a+5a;) - 

(n\ a — bx . l ,, , n\ . 

42) 2/ = ic"* e"*sinma: 

Setzt man e"*siiimx = w, af=^Vj so ist zunächst nach 
Beispiel 40) 

d*u — 

— ^ = (a^ -f m^)^ e"* sin (w 0? + n y), 

und nun ergibt der Leibniz'sche Satz leicht 

d^v - r 

— 1 = (a« + m^y e"* Xctf" sin (wa? + w y) + 

I M / i\..m_« si^NaJ + (n — 2)y] , 1 

(a^ + w«)^ -■ 

43) et) y=^wi^px 
ß) y = sm^^^px 
Y) y=-cos^'^px 

i) y = cos^"*+^^ X, wo m eine positive ganze Zahl bezeichne. 
Mit Hülfe des Eul er 'sehen Satzes 

sm a? = TT-' — > cos x = s 

erhält man die bekannten Formeln 

a) 2«— isin8-ic = (-l)-{2 (— l)'fr)cos(2w— 2Ä)a: + iM| 

/?) 2»»sin»~^-ia; = (— 1)" '^{—lfr^^^\mi{2m-{-l — 2h)x 
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y) 2'"»-i cos»- a; = 2 f ä") COS (2 m - 2 ä) a; + i (^j) 
S) 2»" 008»"+^« = 2 P*"a"^) cos (2 m + 1 — 2 ä)« 



Darnach wird: 
d^y ( — 1)*" 



fc=m— 1 



da;» 2*»-i 



i»" 2 (-l)*(^)(2m-2A)-cos[(2m-2A)i«;+^] 






h=0 



Xsinr(2m + 1--A)paj + ^ 



y) y = COS*'*pa: 

/b:=m— 1 

44) y = arctang — 

Setzt man arctang — =-0 9^» also oj =: a cotang y, 

dx a d(p sin^y 

dq> sin^y' dx a ' 

so wird 

dy a sin^y 

dx a^+a?^ a 

d'^y 2smycosysin^y sin^ y sin 2 y 

dx^ a a a* 
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d*y __ r_ .x,^i (n — 1)! sin* y sinn y 

(Euler: Inst. Calc. diff.) 

45) y = arc sin ic 

dy^ 1 

Setzt man in Beispiel 23) a=l, 6=1, wodurch u=l— a;^ 
w' = — 2 aj wird, und schreibt {n — 1) für n, so erhält man 

^^y_. ..,^. 1.3A..(2n-3) u-T 2Mn-l)(n-2) /t.\ 
^^n — ^ >; 2*-^ • ?n-iL "^ l.(2w— 3) W'V"^ 

22.(n— l)(n— 2)(n-3)(n— 4) /i^y ] 
"^ 1.2(2n— 3)(2n— 5) W2J + - J 

>i/?\ i. ojsina 

46) y = arctangj---^^^ 

dy sina sing 

dx 1 — 2 X cos a -\- x^~ (1 — p x) (1 — qx) ' 
wo cos a + i sin a = jp, cos a — i sin a = j. 
Hieraus folgt 



dy_ 1 / P g__\ 

dx 2i\l — px 1 — qx) 



und daher 

d^'y (n — 1) ! J>** (1 — qxY — q* (1 — p xY 

dx^ 2 i (1 — 2 a? cos a + x^Y 

Wenn man noch setzt 

1 — a; cos a = p cos y, a; sin a = ^ sin y, 
so wird 

p^ (l — q xY — g** (1 — p xY = 2 i ^* sin n (a + y) ; 
folglich 

d^V — u ^V sinn(g + y) 
— _(n — 1)! ^. 

(1 — '2 a; cos a + a;«)« 
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§ 7. Beispiele zur namerischen Berechnung der 

sukzessiven Differentialqaotienten einiger Funktionen 

für den speziellen Wert x = mittelst Rekursion. 

1) f{x) = ia-\-bx^y 

f'(x) = 2ftbx(a + bx'^y-^ 
Multipliziert man beide Seiten der zweiten Gleichung mit 
(a + 6 05^) und gibt dem Resultate die Form 

(a + 6a;«) fix) = 2(iixfix), 
differentiiert hierauf beiderseits (n + 1) mal» so erhält man nach 
dem Leibniz'schen Satze 

(a + h x^) f «+«) (a:) + 2 6 (*^ ^ ^) a; /^(-+») (a) + 2 J (" "l" ^) /^"> (x) = 

= 2 /» 6a:/<»+^) (a;) + 2 iu 6 (" ^ ^) /^-) (x) 

oder f'+'y (x) = ^ i2fi-2n-2)xr'+^Kx)Mn+l)(2f.-n)r'Kx) 

a-\-bx^ 

Setzt man in diese Gleichung den speziellen Wert x = ein, 
so kommt 

/tH-8) (0) = b (♦* + 1)(2m-») ^.) (0) 

Ist nun n eine gerade Zahl, so wird 

/W(0)=1.3.5...(n-l)iu(i»-l)Cit-2)..>-an-l)]a''-^"(2ft)^; 
ist dagegen n eine ungerade Zahl, so folgt, da f (0) = 0, 

f-)(0) = 

2) f(x) = ^' 

f (x) = d^' cos a; = /"(a;) cos a; 

/(H-i) (a;) = /^-) (x) cos X — (i) /•("-« {x) sin a; — (3) /^<"-»> (as) cos a; + 

+ (j)/^— )(a;)sina; + ... 

/(»fi) (0) = /'(»(O) - (5) /•(--») (0) + (J) /(»-*) (0) - (^) /t«-«)(0) + ... 
Bierans ergibt sich 

f{o)=i, r(o)=i, r(o)=i. r(o)=o, /^(o)=-3, 

/^^(0) = — 8, /•^^(0) = — 3, r"(0) = 66, f™'{0) — 2n, 
^«(0) = 64, /''(0) = — 2951, ^"(0)=— 12672=— 2^3«. 11 etc. 
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3) f(x) = arc tang x 

f"( \— ^"^ 

' ^^^~ (1+««)« 

(i-^x^r{x)-^2xnx)=o 

+ 2a;/^"> (x) + 2(**7^) f^^'>(x) = 
/x«+i) (0) 4- n (n — 1) /^— » (0) = 
Wenn nun n eine gerade Zahl ist, so folgt, weil f'(0) = l 

/<»+« (0) = (— !)■« 1 . 2 . 3 . . . n; 
ist dagegen « eine ungerade Zahl, so wird wegen f" (0) = 

^H-i)(0) = 

4) /■(«) = arc sin« 

VI— a;V'(«) = l 



:^ /•'(«;) + Vi -^V"(^) = 



VT— ««' 
(1 — a;2)r(a) — a;r(«) = 

il-x^f<'^'){x)-2(^J^)xr'>ix)-2l^~^^)f(^'Hx)- 

-xf('Hx)-(^J^)r*-'Hx)=o 

fM-i) (0) — (n — 1)2 /-(»-i) (0) = 
Für ein gerades n wird, da /" (0) = 1 

/^(H-i) (0) = 1 . 3« . 62 . . . (n — 1)« 
und für ein ungerades n 

/■("+!) (0) = 
5) /■(a;) = (arcsina;)* 

Analog wie in 4) erhält man die Gleichung 
/•(«+!) (0) — (n — 1)8 /•<—« (0) = 
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und hierans für ein gerades n 

^H-i)(0) = 
und für ein ungerades n 

f(n+i) (0) = 2 . 2« . 4« . 62 . . . (n — 1)« 

6) f{x) = xcota.ngx 

Schreibt man 

xcosx = f(x) sin x, 
so folgt nach dem Leibniz'schen Satze durch n malige Differen- 
tiation 

d*(cosa;) , cfT-^ (cos x) ., .d"(sina?) , (n\^,, ,(f-^(sina;) , 

I M^''/ v^~'^(sina?) , I /./«>/ V • 

+ \2J^ ^^^ da;-"« +...+/-<")(a:)sina: 

Setzt man in dieser Gleichung a; = 0, so verschwindet das 
Güed, welches f^^ (x) enthält, und es wird /*(~-^) (x) als Funktion 
aller vorhergehenden Ableitungen erhalten. Da f(x) eine gerade 
Funktion von x ist, so erkennt man leicht, dass alle Ableitungen 
ungerader Ordnung verschwinden. 

Es ist also: 
n cos [(«-D-f ] = AO) sin [^J + (?) f (0) sin [(n-2)^] + 

+ (2)/^(0)sin[(n-4)-|-] + ... 
Man findet demnach: 

f{0)=h r(o)=o, r(0)=-i, r(0)=o, r'(0)=-A, etc. 

7) /*(a?) = sin(marcsina?) 

w . . m cos (m arc sin a?) 

,„ , , ffl a; cos (w arc sin x) w^ sin (wt arc sin x) 

Hieraus folgt 

(1 — ««) f" ix) — xf ix) + TO« /'(«) = 0. 
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Dlfferentiiert man Glied für Glied i^mal, so erhält man 

- (5) f^''^ {x)-{'fn^f^^Hx)=0 



und für ir = 

/XH-2)(0)=.(p2_w2)/^(f)(0). 

Alle Ableitungen gerader Ordnung sind gleich Null und 
fi^-t^) (0) = w(l^ - m«) (3« — m^ (6« — w«) . . . [{2n—l)^—m^ 

8) /'(ic) = cos(marcsina;) 
/^2»+i)(0)==0,/-(«'H-a)(0)=— m2(22— m2)(42— tw2)(62-m2)...[(2w)2-^^ 

Anmerkung. In den vorstehenden Formeln bezeichnet 

71 7t 

arc sin x denjenigen zwischen ^ und + -^ liegenden Bogen 

des Kreises mit dem Radius 1, dessen sinus gleich x ist. Da der 
Cosinus dieses Bogens immer positiv ist, so ist in Beispiel 8) 
f{0) = l und r(0) = 0. 

9) /"(a?) = cos (wäre cos a?) 

Wenn m eine ungerade Zahl bezeichnet, so wird 

/•(^+i)(0) = m(l8- m«) (32 — ^2) . . . [(2n - l)« - m^sin-^- 

für ein gerades m dagegen kommt 
^(2H-2)(0) = _ ^2 (22 — m«) (42 — m2) . . . [(2n)2 — m2] cos^ 

/•(2-l-i)(0) = 

Anmerkung. In diesem Beispiele bedeutet arc cos o? den- 
jenigen zwischen und 7t liegenden Bogen des Kreises mit dem 
Radius 1, dessen cosinus gleich x ist. 

10) fix) = (1 + a;2)^ sin (m arc tang x) 

Indem man aus den drei für f{x)i f (x) und f (x) er- 
haltenen Gleichungen sin (m arc tang o:;) und cos (m arc tang o;) eli- 
miniert, erhält man 

{l+x^r{x) — 2{m—l)xf{x) + {m^ — m)f{x) = 
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und hieraus durch p malige Differentiation nach dem Leibniz'schen 
Satze 

(1 +a;2)/^»)(a;) +2(f )a;/W-i)(«)-|-2(|)/'<P)(a;)— 2(»n— l)a;/^«(a;)— 

— 2 (m — 1) g) Z'ö.) {x) + (m* — m) f^^ {x) = 0. 
Setzt man in dieser Gleichung a; = 0, so folgt 

/^(H-« (0) = — fv) (0) (m - p) (wt — i) — 1). 
Demnadi wird, indem man arctangO = voraussetzt 
/x«»+«)(0)=0,/^*^«(0)=(— l)»m(m— l)(»j— 2)...(m— 2n+l)(m— 2«). 
11) .. ._cosjmarctang^ 

/^»-+i) (0) = 0, /^) (0) = (— 1)« m (m + 1) . . . (w + 2 n— 1). 



Kapitel III. 

Differentiale von entwickelten Funktionen mehrerer 
unabhängigen Veränderlichen. 



§ 8. Allgemeine Sätze. 
Bedeutet f{xy y) eine beliebige Funktion der beiden unab- 
hängigen Veränderlichen x und y und werden deren partielle 
Ableitungen nach Jacobi mittelst des charakteristischen 5 loit 

x^» V-^ ^-^1 -^ l > 5-i> ötc. bezeichnet, während zur Bezeich- 

h^ dy 0^^ ö^oy oy^ 

nung der Differentiale das Zeichen d verwendet wird, so gelten 
für die Differentiation dieser Funktion folgende Sätze: 
Es sei f=zf{x,y) 

I. df=^dx + ^ 

Qx oy 

a^ay a^a« 

Hierbei ist die letzte Bezeichnungsweise in dem Sinne zu 
verstehen, dass nach ausgeführter Entwicklung der wten Potenz 

statt f ^ j . {-^j die partielle Ableitung ^ ^_l^ . zu setzen ist. 
Allgemein ist, wenn f=f{xyy,z...) 



etc. 
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ly. Bezeichnet ^=JP(u,v) eine mittelbare Funktion von 
X, indem u = 9) (o;), v = ^ (o;) Funktionen der einzigen nnabh&ngigen 
Veränderlichen x bedeuten, so ist 

AF_ ^Fdu , {jFdv 

dx Qudx Qv dx' 

d*F_ ^(M , o ÜZ. (^ (^ j_ tüZr^Y 4- 
dx« ^u^\dx) ^ ^ti^v\dx)\dx)'^ ^v^\dx} '^ 

dZ^4.9Z^ 
'^ ^udx^'^ ^vdx"^' 

it* , , V dv ,, , . 

wo 5^=y(x), d^=V'(^)' 

d^=»' ^^^' Jii=V'(a^).etc. 

Diese Fonneln für ^— , ^— ^, etc. bleiben auch dann noch 
dx dx^ 

bestehen, wenn u=^f{xy y) und v = g{x, y) Funktionen der beiden 

unabhängigen Veränderlichen x und y bezeichnen; nur ist in 

diesem Falle 

du = ^dx + ^dy, 
^u = ^dx'^ + 2-^dxdy + ^^dy\ 

^x^ OxQy oy^ 

etc. 

. . du du d^u d^u . i • ux u u i 
etc., woraus sich 3—, -7-, ^—5, 3-0 etc. leicht berechnen lassen. 
dx dy dx^ dy^ 

Anmerkung. Die symbolische Gleichung 

welche zunächst nur Gültigkeit besitzt, wenn m, 1; . . . unabhängige 
Veränderliche sind, behält ihre Bedeutung auch dann, wenn w, v . . . 
nicht mehr die unabhängigen Variablen selbst, sondern ganze lineare 
Funktionen derselben sind. 

Sohnoke*t ▲afgftbensammlaiig. I, 4 
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§ 9. Beispiele. 
Es empfiehlt sich, zur Übung in diesem und dem folgenden 
Kapitel Ausdrücke wie ^^ = ^ (iO = ^ (1^ »«* ver- 

schiedene Arten zu berechnen, wobei natürlich Formel 11 bestätigt 
gefunden werden muss. 

1) tt = 27«« + 27a;«y + 9a;y« + y« + 81 
du=S(Sx + y)^(ßdx-\-dy) 

■^,._ 4:{xdx + ydy) 

, {x + a)*"^ [n (y + ft) <^ a; — m (a; + ^) fli y] 

4) tt=- ^ 

du — ~^^^-J"^^^ 

5) u = ylx = lx^ 
du = — dx-\-lxdy 

X 

V 2 

d^u = — -^ da;^ H dxdy 

X X 

(l^u = '^ dx^ ^dx^dy 

x^ x^ ^ 

6) « = Z^+y 
,« 4a? y ,o >i^^ + y^7j I *^y J9 
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7) tt=? >'^ + ^y 

» a« — by 

, ah{xdy — ydg) 

o* X* — 6* y' 

8) u=xy^*^ 
du=^^^\y{l+x)dx-\-x{l + 2y)iy\ 

9) « = y» 

du = ylydx-\-x^~^dy 
d^u = y'{j,y)*dx'^ + 2yl'-^(l-\-xly)dxdy + x(x—\)if-*dy^ 

10) « = ^4^ 

11) u = si]ia;cosy 
(;u=:cosa;cosydx — sinxsinydy 

^u = — sin aj cos ydx^ — 2 cos xsinydxdy — sina; cos y dy^ 
d^u^— cos X cos yd x^-\-Ssmxsiay dx'dy — 

— Scosxcosydxdy^-j-siaxsmydy^ 

12) tt = arctang — 

y 

„ — 2«(«2_3a;«) , , 6a;(a;8 — 3 w«) , ,, , 
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13) u=arctang^-^ 

^aj + y 

, ydx — xdy 
x^ + y^ 

tA\ j, 2x + y — x^y 

14) u = arctang ^J^^^_J 

du= ^^^ ^ ^y 



16) u=arccos 



l + o;« ^1 + y« 

1 — agy 



Vh^^«TF+^V 



, da; , dy 

1+a;' 1+y* 

16) u = arctang- ^^ 



Vl + rr« + y» 

Man bestimme ,,^ !f und ,, ^^ " , 
« y a:* ö y' 

9^ti 1 O^te Ibxy 

9x^y~ (1 + a;« + y2)l' d ^' Ö y^~ (1 4. ^2 _|. yi 

17) tt=Zsm— 

y 

1 X 

du = --^(ifdx — xdy) cotang — 

18) u=l\xae — 

y 

9 . 2a; 



^ ~y 



x^ + y^ 

du = >^^ y dx- li2^L=dy 

(a;2 + y2)y^2_y2 (^^2 ^ ^2) ^^2 _ ^2 

20) u = aicy£' + 6icj/ + ca?2' + ey2'+^— 4-Ä — +Ä^-4- 
y ^ ^ 



— 63 — 



du = {ayg+by-\-cz-}-^-j-— +mJdx-\- 

+ {axz + bx-{-eg — g^ + —-\-n)dy + 
+ \axy + ex + ey — h^—k-^+pjdg 



22) u = 



x^ y -\- y'* g -\- e* X 

x-\-y + g 






■ {g + x){^x^ + 2yg)^g{y*-xg) 



+ 



(« + y)(y' + 2a;g) + g(^'— a?y) jj. 
(«+y + *)' 



23) tt = 



V^^n: 



yg 



du=^ 



2(a;— 1)^ 
3 



dx-\-gdy-\-ydg 



d»u = 



Hx—1)^ 
15 



8(a;— 1)^ 



dx*-\-2dydg 
dir» 



24) u = il/ ^ + f!E4 
du 



y — \[i 
xy dx'\-{z^ — x^ dy — y zdz 



^y^ — x'^+^^^jx'^ — ^^ 

du=£f^^ .y' .\ly.lZ'dx'\- — .lg.dy -i .dzl 

L y t -M 
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26) u=*"^y~**^^ 

mcosa;(msmy— nsinjg)da;+ni cosy(psiii2-— msiiu;)dy+wcos2'(nsiiia;— psiiii| 
^"~ (psin^ — wsina;)^ 

27) tt = arccos — 



yzdx + zxdy — xydz 



X . ^ 



28) M = VSMVT? + arctaiigy + Y 

a?da? + ydy + ^d!^ , z dx — xdz , ^^ 

du=^ , s — j — ö r *^ "" 

29) u=xyz 



Zu berechnen d'« und 



30) M = a;8 + y8_|_^8 
Zu berechnen d'M. 

31) « = 6»»' 

a^a^a^s^ 






Man berechne 



^x^y^e 



{X-\-^xyz-\-x^y^z^e^* 



32^ „-__£Mi 



du = 



{y-^z-\'t)yztdx-^{z'{-t-]-x)ztxdy + (<+^4-y) fcgy(fe+ (a;+y+^)aygj 



(^+y+^+0^ 



Kapitel IV. 



Differentiale unentwickelter Funktionen von zwei und mehr 

Veränderlichen. 



§ 10. Allgemeine Sätze. 

Wenn die abhängige Veränderliche y mit der unabhängigen 
Veränderlichen x durch eine Gleichung von der Form jP(a;, y) = 
verbunden erscheint, so heisst y eine unentwickelte oder im- 
plizite Funktion von x, wenn man sich die Gleichung nicht nach 
y aufgelöst denkt. 

Bei der Differentiation unentwickelter Funktionen sind so- 
wohl die Fälle einer und mehrerer unabhängigen Veränderlichen, 
als auch die Fälle einer und mehrerer abhängigen Veränderlichen 
zu unterscheiden. 

1) Ist im einfachsten Falle eine Gleichung mit zwei Ver- 
änderlichen gegeben F{x\y)=^Q, so kann das Differential der 
abhängigen Veränderlichen y dadurch gefunden werden, dass man 
das vollständige Differential dF, genommen in Bezug auf die 
beiden Veränderlichen x und y, gleich Null setzt und aus der ent- 
standenen Gleichung dy bestimmt. 

Ist also gegeben F{x\y)=^0, 
so ergibt die angedeutete Begel 

dF=^dx + ^dy = Q, 
Qx oy 

M 
dy_ dx 
dx QF 

öy 

Die nochmalige Differentiation dieses Ausdrucks oder der 
vorhergehenden Gleichung nach Xy wobei y als Funktion von x 



und hieraus folgt 
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zu betrachten und der fifefondene Wert von ^ einzusetzen 

dx 

ergibt 



dx^ 



2) 



Uy^ 

Liegen m Gleichungen 

^2 {x\yuy2j'"yfn) = 



Fm{x\yi,y2,...ym) = 
zwischen den m abhängigen Veränderlichen y^y^y-ym und der 
einzigen unabhängigen Veränderlichen x vor, so werden die Diffe- 
rentiale der m Funktionen yi>2/2»--ym ^^ folgende Weise be- 
stimmt: Man setze die vollständigen Differentiale der Funktionen 
Fij F2y ' Fm in Bezug auf sämtliche Veränderliche gleich Null, 
wodurch man ein System von m Gleichungen erhält: 

Ö -^8 j 1 9 -^2 j I I 9 -^2 j 

— -^daj + ^-f dyi+... + -^dj/»: 



dFi 



dF, 



■ 



Qx 



dyi + . 



^^dyn, = 



9yi ""^ ' '" ' bym 

Da nun diese m Gleichungen in Beziehung auf die Differen- 
tiale dyudyzf-dym linear sind, so können aus denselben die 
gesuchten Differentiale berechnet werden. Die Auflösung dieses 
Systems von m linearen Gleichungen wird bekanntlich durch An- 
wendung der Determinanten wesentlich erleichtert. Vorausgesetet 
wird hierbei, dass die Determinante 

dF, dFi 



9yi ■ 

/ . . 

iiFn. 



9yi 
nicht identisch yersc^winde. 



9y» 



9^™ 



" 9 y» 
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Für den Fall von zwei Gleichungen mit drei Veränderlichen 

führt folgende Rechnung zum Ziel: Die Differentiation dieser 
Gleichungen ergibt 



9« 



a^s 



und hieraus folgt 



^dx- 



OVi 2/2 



0, 



dyi 





^F, ^Fx 




9« 92/2 




(iFi bFi 




9 a; 0^2 




dF^QFx 




9 2/1 9^2 




9i^2 9-^2 




92/1 92/2 



.dxydy2^= — 



9^1 


hFx 


92/1 


hx 


9J^2 


bFi 


9^1 


Qx 


9-P'i 


dFi 


9^1 


92/2 


9^2 9-P'2 


92/1 


92/2 1 



da:. 



Hieraas ergabt sich natürlich sofort 



^und^ 
ao; dx 



mit 



Anmerkung. Die Rechnungsvorschrift für Determinanten 
4 Elementen liegt ausgesprochen in der Gleichung 

Ol 02 



6l&2 



= Ol 62 — &1 ^ 



Zur Auswertung einer Determinante mit 9 Elementen (aber 
nur für diese) gilt folgende mechanische Regel: Man denke sich 
neben der dritten Kolumne die erste und zweite wiederholt 
und führe dann die Multiplikation nach Anleitung des folgenden 
Schema aus 






«10203 
h 62 h 

3) Ist eine Gleichung F{x^y\z)=^Q zwischen den drei 
Veränderlichen x^ y, z gegeben und wird z als Funktion der beiden 
unabhängigen Veränderlichen x und y angesehen, so werden die 



^ 
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partiellen Ableitungen ^, S— dadurch erhalten, dass man das 

vollständige Differential von Fy genommen in Bezug auf Xy y, Zy 
gleich Null setzt und die so entstandene Gleichung in Bezug auf 
dz auflöst. Die Koeffizienten von dx und dy sind die gesuchten 

Werte von —^ und ^. Damach hätte man z. B., wenn ge- 
QX Qy 

geben ist 

F{xyy;g) = 0, 

dF=^dx + ^dy + ^dz = Oy 

0^ oy ü^ 
öZ 9Z 

4) Sind endlich m Gleichungen mit (m + n) Veränderlichen 
gegeben, so können im Allgemeinen in Folge dieser Gleichungen m 
dieser Grössen als Funktionen der übrigen Variablen betrachtet 
werden, und es ergeben sich die Differentiale dieser m impliziten 
Funktionen durch die Verbindung der für die Fälle 2) und 3) 
gegebenen Vorschriften. Es wird hierbei die Kenntnis der elemen- 
tarsten Sätze aus der Determinantentheorie vorausgesetzt. 

Es sei 

Fl {Xu r»2, . . . Xn] yu 2/2 • • • ym) = 0> 

F2 {xu ir2, . . . Xn'y yu ^2 • • • y«») = 0, 



Fm(Xu X29 * » - Xn\ yu ^2 • • • y«) = 0. 

Dann ist 

QXi 0x2 QXn oyi oyk oym 

dF. = ^,+ l^da:,+...-^^ä^i-l^dy^^...+ ^dy.+...-^ 

QXi flaj2 öä?n oyi oyk Qf/^ 
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dyk=- 



Hieraos folgt 



hF, 



dF, 3^ Ö^lda;.- 



0^ 



9^>j^ 9-^' 9-^' 



-dXn, 



dF^ 



dyi'' dyk-id^i 



d^8 



^dx,+. 






b(x)n "'dy*+i'"öy« 



flJV» 9 Jm 9^ j^ _L_ 9-^w 



öyi*'"9j/*-i'9^ 



dxi- 



dxi 



dxi+.. 



d^^j^ 9^^ 9-^» 



-da?. 



9a;n "'92/*+i'''9y« 



9yi 

9i^2 



9-^1 9-^1 9-^1 



9y*-i' 
9J^2 



9y* 
9J^2 



9yM-i'' 

9-^8 



Ml 

hVfn 

dF, 



9^1 '"92/*-i' 92/* '9y*+i'" 92/« 



9 Fm 9 -^w> 9 -^"^ 9 Fm 



9 ^w 



92/1 *'9y*-i 92/* 92/*H-i* ' 92/1« 

Ordnet man dyt nach drri . . . dajn, so ergebe dies: 
d yk = ^1 d xi + fP% d Xi , . . -[- ^n d Xn, 
wobei die Funktionen <l> aus den bekannten Ableitungen von Fj 
die in den Determinanten auftreten, nach den Eegeln der Deter- 
minantentheorie auf bekannte Weise zusammengesetzt, mithin selbst 
bekannt sind. Dann ist 

92/* 

Hieraus lassen sich dann die höheren partiellen Ableitungen 
bilden, wenn man nicht vorzieht, sie nach mehrfacher Differentiation 
der Gleichungen F analog wie die ersten Ableitungen zu bestimmen. 
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§ 11. Beispiele zur Differentiation unentwickelter 
Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen. 

1) f=Ax^ + 2Bxy + Cy^ + 2Dx + 2Ey-{'F=:0 

dy_ Ax + By-\-D 
dx~ Bx'\'Cy-\-B ' 

ÄBD 



dx^~{Bx+Cy^E)^' wenn A- 



2) 



BCE 
DEF 



-4a;^(y* — axf 



3) 



f= y'^ — baxy-\-x'^ = 

dy ay — x^ d^y 

dx y^ — ax'* doi? 

2a{x^—ax){ay — a:^) — 4y^(a:^ — o>y)^' 

~ {y^ — a x)^ 

f=(x^^y^ — b x)^ — a2 (x^ + J/») = 

(Schnecke (Lima^on) von Pascal.) 

dy 1^ a^ X — {x^ + 2/* — bx){2x — b) 

dx 



4) 



y" 



y 2(a;« + y8 



bz) 



x — y 



Multipliziert man nach der Differentiation Dividend und Divisor 

mit y und ersetzt ^-Xi? durch y*, so folgt 
x-^y 

dy_ 2y* 



dx' 



5) 



6) 



7) 



Ä?" 



n {x^ — y^) 



2xy 



X — y 
dy_ n{ci^ — y^) + Ax^y^ 
dx 4:x^y 

dy x-\-}lx^ — y* d^y 

dx y 'da?* 

ax-\'by'-{'xy = -^x^ + y^ 

^y _- (fl^ + y) (q ^ + & y + a; y) — a; 

da? y — (& + ^) (ä i!C + ^ y + i!P y) 



2a;9+(2xH-j/^VS2Zy 



y^V 



x"" 



-y 
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8) ^=a^ 
oder y=^{X'\-y)lx 

dy __ x{l^lx)'\'y 
dx x{l — Ix) 

9) e^ = a^ 
oder x-\-y = ylx 

dy_ y — x 
dx x{l — Ix) 

10) xy = l{e^-{-e'^) 
oder e-*y := 

dx X 

Zu demselben Resultate fülirt auch c + xy = l{e^ + ß~**) 

11) y* = ajy 
oder ylx = xly 

dy^_y_ y — xly _ y^{lx — 1) 
dx x*x — ylx x^{ly — 1) 

12) y = l + x^ 
dy €^ 

dx 2 — y 

13) y^ = aof' 

dy_ my 
dx xil-^-ny) 

14) xsiny — cosy 4-w>s2y = 

dy siny sin^ y 

dx 2 sin 2y — siny — a?cosy sinysin2y + cosy — 1 

15) ysina;— cos(aj — y) = 

dy_ ycosx'i-Wi{x — y) 1 — 2ysüiy + y^ 

dx sin (a? — y) — sin a? 1 — cos y — y sin y 

16) sin (ajy) = wo? 

dy m — y cos {x y) 

dx a:cos(a?y) 

17) yZa: = ajsiny 

dy a? sin y — y y_ y — a; sin y 

dx a; (Z a; — a: cos y) a;* ' y cos y — sin y 
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iQ\ w'sifl'a; _ n^ sin^ (x + y) 
^ a* — m* a* — n* 

dy m^ (g^ — n^ sin a; cos a; ^ 

dx~n^ (a* — m^ ' sin (a; + y) cos (a; + y) ~ 



n '^ g* — m* 



cosa? 



cos (a; + y) 

19) 4y» — 3y + sina; = 

§y = i^??^=|cos-f- 
da? ' (1 — 4y*) ' 3 

20) y sinna; = a eT^ 

A^ = r^. (^ — cotangnaj) 
ax 1 — y 

21) tang| = V^ 

lUing^ = \l{l-x) — kl{l + x) 

dy siny 1 

dx~ l — x^~ y/i — x^ 

22) ysina; = a;arctangy 



^=^(1+^*) 



a; cos aj — sin a; 



dx X ^ X — (1 + y^) sin a; 

X 

23) a;y = arctang — 

dy__y 1 — (a;^ + y^ 
dx a? * 1 + (aj^ + y*) 

24) -^ = arctang— 

a? y 

da? a? 



Anmerkung. Da diese Gleichung zwischen x und y nur das 
Verhältnis — = ^ enthält, so ist dieses Verhältnis eine Konstante, 

X 

welche aus der Gleichung ^ tang ^r = 1 zu bestimmen ist. 
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25) arc tang — ; arctang^-^ — == arctang^-n — 

dx x^-\-a^ 

26) arc sin — + arc sin -^ = e"**"*^^ 

m n 



dx ^ m^ — x* 



27) y3 _ 3 y arc sin ä; + a:« = 

dy y — x^^l — x^ 3 y (y — x'^^1 — x^) 

dx~ (y^ — sicäjix)yll — x^ ~ (2 y» — x«) Vi — x^ 

fit — 1 

28) y a^ arc sin x + arc cos = 



dy y a; -|- y yi — ^^ aresin x 

dy~ X Vi — x^ ' arcsina;(l +yZa?) 



29) arcsin fy' + a:«-3a:^y >|i^ 
V + a^* — 3a:yV 



dx X 
Man erkennt leicht, dass der gegebene Ausdruck nur von 

dem Verhältnis ^ = z der beiden Veränderlichen x und y ab- 

X 

hängt. Der konstante Wert dieses Verhältnisses bestinunt sich 
ans der Gleichung 

30) a*'4- Vsec (aj y) = Z cotang a 

dy 2 a** ■ y . oe^-^ . ? g + y tang (a; y) Vsec jx y) 

dx 2 «** . iK» . Z a; . Z o + 05 tang (a; y) Vsec (a; y) 

31) «» + y8 — 3^ + a = 
««— 2y» — a; + J = 

dy 3(1 -2a;«^) dg_ l — 6a!« 
dx~ 4y(* — 3) ' da; 2(« — 3) 
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32) xB + y^'\'g^ — 3xyg = 

X'\'y + k = a 

dy_ ^ — x dz x — y 

J^ — y — z' dx~y — z' 

33) tang (a: + y) + sin ^ = cos a 
taug (a; — y) + sin if = tang a 

dy cos^ jx + y) — cos^ {x — y) 

dx~ cos* {x'\-y)-\- cos* {x — y) ' 

d£_ 2 

dx ~ cos z [cos* (x + y)-}- cos* {x — y)] ' 

34) X -\-y -{- z -{-u =^a 
a;*+J/*+^*+u*=6 
ÄJ*+ y* + ^*+ 1**= c 

dy (m — x){z — x) dz {u — x)(y — x) 

dx (m — y){z — y) ' dx (w — z)(y — -er)' 

du {z — x){y'-x) 

dx {z — u)(y — u)' 

35) M* + a;* + y* + ^* = a* 

Hxy) + ^ = b^ 
ll-^xz = 

X 

du 1 Fy* X — y . ^* a;^' — 1 l 

da: u Lx ' x-^-y X ' xz-^l J' 



§ 12. Beispiele zur Differentiation unentwickelter 
Funktionen mehrerer unabhängigen Veränderlichen. 

1) $ + ^ + -J = 1 (Dreiariges EUipsoid.) 



ö»- 


a« ^'ay 6* z 




d«^_ 


c* «*«'+ c*a;* fl*«' 


c* a;y 


da;2 


a* «* ' dicdy 


aäft« ^3 ' 




d«^_ 


c2 js^a + c««/« 




by' 


6* «» 
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2) ^^~J^^^ + ^~8^^ ^ = 1 (Elliptischer ZyUnder.) 

9l£ l!^{x — m z) 

Qa; a^niy — nz) + h^m{x — mz) ' 

d_f_ g^ (y — n g) 

5y a*w (2/—- Wi?) + h'^m{x — mz) ' 

XI z'^ 

3) ^ j-z=n2x (Hyperbolisches Paraboloid.) 

^x z ' 9y g^' 

Qx^ z^* ^xQy az^' ^y^ a^ z^ 

4) — = tang a z (Schraubenfläche.) 

9^ cos^g^- Qg X cos^ g £^ 

^x~ ay ' 9j/~ gy« ' 

5) a? y + a? -8' = y^ + ^^ 

d^_ y + ^ 3^_£— ^ 

9(r 2^' — aj' 9y 2^' — a? ' 

d^^_o (y+^)(-g — ^— y) 9^ ^ _ >i y^ + ^^ — ^ ^ 

aa:2 — ^ (2^ — a;)3 ' da^3y~ (2^ — a^)« ' 

dy«~ (2^-aj)ö 

6) (a.2 + y« + ^2)2 = 2g2(a:2 — y8 + ^2) 

9^___^ 9^_ y A 
da; -r ' 9y"" ^ -B' 

wenn A = x^-\-y^ + z'^-^-a^ und -B = a;« + y2 + ^2 — g^, 
a^jg a;^-}~^^ Ö^^ xy A 

a^"" ?^' ö^dy~~^^' 

^'^z_ ia^y^z^ — Ä{Bz^'{-Äy^) 

7) a:^H-y^-f-'2'^ = ^y + ^'^ + y'2' 

9f 3 a;^ — y — g' Q^ 3y^ — x — z 

^x a; + y — 3^2' Qy~x-i-y — 3 z^ ' 

Sotanoke'f AuflErabenianunlaiig. I. 5 
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8) xy-^x£'{'ye=:xye 

Qz y + ^ — y ^ Öf x-\- z — xz 

Qx~xy— x — y' ^y~ xy — x — y' 

9) xly — ylx = xyz 

Qz xly — y — xyz Qz x — ylx — xyz 

Qx~ x^y ' dy~ xy^ 

10) e«H-*HH» — ^a._^Jjy_|_^^ 

^ z _ a{ax X + bi y + cx z) — ai 
^x Ci — c{aiX-\-biy-^ciz)' 
dz_ b{aiX+biy-{-ciz) — bi 
9 y ci — c{aix + biy + ciz)' 

11) z^ = ye^' 

Qx Sz^ — yer^ z — 3' 

(iz_ g^ _ ^ 

dy~Sz^-ye^'~ y{e—S)' 

12) x'.i/'.z' = a 

dz_ Ix + l ^z_ Zy + 1 

aa:~ z^ + r ay z^ + r 

a«g_ zQz+iy-^xQx+iy 
a»» a;5(Z^ + l)8 

a^^ _ {lx+l){ly + l) 
^x^y z(lz+iy ' 

a^^_ ^iiz-j-iy+yjiy+iy 

ay«~ y^O^ + l)^ 

13) a;* + y* + ^ + w* = (ic2 + y2)^w + (^2_^^2)a;y 

aw y (^^ + 1(^) + 2 a; ^ ?i — 4 a?^ 

Qx z(x^ -\- y2) + 2xyu — 4 w*' 

a« x{z^ -j-u^)-\-2yzu — 4 y^ 

by z(x^-\-y^) -j-2xyu — 4 w^ * 

dw u{x^ -{-y^) '\-2xy z — 4 ^^ 

a -3' ^ (ic^ + y^) + 2 o: y u — ^u^' 

14) arc cotang — ' r-r = arc tang -^— ^ 1— r- 

u — z-\-l y — x-f-l 
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Qw y u^ -]r {z — 1)^ u 

^x~z — l'y'^-\'{x—lY~ x — V 

^u_ x — 1 v?+{z — lY _ z — 1 
^y z — l'y^^ix—iy— x-V 

9^_ ^ — y 

9-r z — 1 X — 1' 

15) aj+y4"'2'+M = a 
x^-\-y^-\- z^-\-u^^=^ b 

Qz u^ — x^ Qz u^ — y^ 

^x u^ — ^^^ dy u^ — ^*' 

9w z^ — x^ Qu z^ — y^ 

Qx M* — z^' Qy u^ — z^' 
Q^ z _ u{x^—z^y + x{u^—z^y + sf {u^ — x^)^ _ a^M 

S^z o u{z^'—x^){z^ — y^) -\- z(u^ — x^){u^ — y^) _ _^ Q^u 

dxQy~ (u^ — z^y^ ~ QxQy' 

d^z_ y{u^-zY^ + z(y^-u^y + u{z^^y^y _ Q^u 

by^~ {u^-z^y - Qy^' 

16) xy'\'6zu=^10 

x-\-y — 8^ — 12m = 5 
Qz_ 2y-{-z Q^_ 2x + z 
Qx~4.{2z — 3uy Qy~A{2z — 3u)' 

Qm 4y-{- 3ti Qu 4a? -j- 3u 

Öi~^ 12{2z-3u)' Q^~~~12(2z-3u)' 
Q'^_ (2y + ^)(4y + 3u) _ , 8^u 
Qx^~ 8(2z — Suy ~ ^ Qx^' 

Srz_ {Su'^Ax){2y-{'z)-\-{2x'i-z)(iy+3u)-8{2z—3uy_ 



dxQy 








16 (2^- 


-3m)3 




d^z_ 


(4 


« + 3: 


«)(2 


x + ^)_ 


SÖ^« 




dy'~ 




8(2^ 


— 3 


m)3 ~ 


'32/^- 




) a; + y 


+ ^ 


r + « = 


= a 








xyzn 


( = 


& 











17) 

5* 
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3« u'm — ^' 9y y'u — z^ 

9w u_ z — X Qu u_ z — y 

9a; a?'2' — w' Qy y *^ — w' 

|^=;?(^K»-"'+<«--)'+('-'')1=-p' 
|p=^;f^^K»-.)'+(«-i-)'+(.-»)1=-g. 

18) X'-\-y'\- z'=\iv 

aj + y 4-w = t^^ 
a; + y + t; = iftt 

a^^ (i+^+t;-^)(i+^) ^a^ 

äa; tt^ + t^* + ^^ + 2wvi8' — 1 ay' 

5u_ (i+t;+^— ti)(i+^) _.a^ 

aa; w* + t;* + ^^ + 2ut;;2' — 1 a^' 

a^_ (i+ti+g— t;)(i+t;) _a^ 

^x u* + v^ + ^^ + 2ttt;;8' — 1 a^ 



Vertauschung der unabhängigen Veränderlichen. 



§ 13. Allgemeine Sätze. 
1) Soll in einem Ausdrucke von der Form 

1) Fix'v ^ ^ 1 

wo F eine gegebene Funktion bedeutet, statt der Grösse x eine 
andere veränderliche Grösse i als unabhängige Veränderliche be- 
trachtet werden, welche mit x durch die Gleichung 

y (a;, /) = 
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verbunden sein möge, so kann zur Berechnung der Ableitungen 
T^, j-^, . . . folgendes Verfahren eingeschlagen werden: 

Es ist 

dy 

dy dy dt^ dt 

dx dt ' dx dx ' 
dl 
indem y als Funktion von t, d. h. als mittelbare Funktion von x 
betrachtet vmd und hierauf die früheren Sätze (§ 1) angewendet 
werden. 

Die weitere Differentiation der erhaltenen Gleichung nach 
X ergibt 

dx d^y dy S^x 

d^y_ dt dt^ dt ~d¥ 



da;2 



däy_ 



d^y fdx^ „ dx d^x d^y . „ d y fd^ xV dx dy d^x 

dW \dtJ ~ JtdWdW^ dt \dW) ~ di dt dF 



dar» /d^y 

etc., 

d X d X 
wo auf den rechten Seiten für 3—, ^-s-, ... die aus der Gleichung 

dt at^ 

g){x,{)=:0 (nach § 10) sich ergebenden Werte einzusetzen sind. 

In dem sich häufig darbietenden Falle, wo y als unabhängige 

Variable betrachtet werden soll, können die nötigen Formeln aus 

den vorigen durch die Spezialisierung t = y oder auch direkt auf 

analoge Weise erhalten werden. 

2) Wenn es darauf ankommt, den Ausdruck F durch Ein- 
führung zweier neuen veränderlichen Grössen t und u umzugestalten, 
welche mit den vorigen durch die Gleichungen 

q>i (Xy y, ty u) = 0, 

zusammenhängen, so dass t als unabhängige Variable und u als 
abhängige veränderliche Grösse betrachtet wird, so hat man nur 
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d OS (1 u d oc d"^ \i 
in den obigen Formeln an die Stelle von 3—, -j^» -r^^ t79 > ®^<^- 
° dt dt dP d t^ 

ihre aus den Gleichungen 9i = 0, (p2=0 (nach § 10) folgenden 

Werte zu setzen. 

3) Um in einem Ausdrucke von der Fonn 



2) f(xv'z^- ^ ^ 9'^ 9!i 



statt der unabhängigen Veränderlichen x und y zwei neue ver- 
änderliche Grössen u und v mittelst der Gleichungen 

(fi (x, y, w, v) = 0, 

(p2 {x, y, Uyv) = 
als unabhängige Variable einzuführen, kann man von den Gleichungen 

dx Qu Qx Qv Qx' 

hy 9^02/ 9^9^' 

etc. 
ausgehen, in welche man für ~, ~-, %- , ~— , etc. die aus den 

9^ 9^ dy dy 

Gleichungen ^i = und ^2 = (nach § 10) folgenden Werte ein- 
zusetzen hat. 

Anmerkung. In denjenigen Fällen, wo sich die Gleichungen 
y^ z^ und ^2 == leicht nach x und y auflösen lassen, ist es 
vorzuziehen, von den Gleichungen 

9_?_9i 9^ , 9f 9^ 
Qu 9^9w 9j/9w' 

d£_Qz dx.Q_eQy 

Qv Qx Qv 9y9^* 

etc. 

auszugehen. Das weitere Verfahren ist dem vorigen ganz analog. 

4) Es seien endlich in dem Ausdi'ucke 2) anstatt der drei 

veränderlichen Grössen x, y, z drei neue veränderliche Grössen 

Uy Vf w einzuführen, welche mit den früheren durch die Gleichungen 

9i (a?» y, Zy w, V, w) = 0, 

% i^f yy Zy W, V, W) = 0, 

g>s (x, y, z, M, v,w) = 
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verbunden sind und von denen w als abhängige, u und v als un- 
abhängige Variablen betrachtet werden sollen. 
Ausgehend von den Gleichungen 

^x~^u ^x öv 3a?' 

hy Öw Qy Qv 9y' 

etc., 

in welche man für S— . ?- , ?^ , ^ , ?^ , §^, etc. die aus den 
9a? 9a? 9a? Qy Qy 9y 

Gleichungen yj =0, ^2 = 0» ^3 == (i^ach § 10) folgenden Werte 

zu setzen hat, erhält man neue Gleichungen, aus welchen man 

die Werte von S~, ?-^, §-4, etc. entnehmen und in 2) sub- 
fla? oy Qx^ 

stituieren kann. 

Anmerkung. Sind aus den gegebenen Gleichungen yi=0, 
^2 = 0, sPa = diö Grössen a?, y, ^ leicht als Funktionen von 
M, v, m; zu erhalten, so wird es in vielen Fällen vorzuziehen sein, 
von den Gleichungen 

9i_9f 9^ , 9i dy 
Qu 9^9^ 9ydw' 

9f _9f 9? 1 9^ 9y 
9^ 9^59^ 9^9^' 



etc. 



auszugehen. 



§ 14. Beispiele. 
1) In der Gleichung 

soll y als unabhängige Veränderliche eingeführt werden. 
Es wird 
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2) Zur Berechnung des Krümmungshalbmessers einer ebenen 
Kurve, bei welcher y als Funktion von x betrachtet wird, dient 
die Formel 

^= — d«^ — • 

Dieser Ausdruck geht, wenn x als abhängige, y als unab- 
hängige Veränderliche betrachtet wird, in den folgenden über: 



_b+m 






dy* 
3) In der Gleichung 

soll y mittelst der Relation y = lx als unabhängige Veränderliche 
eingeführt werden. Man erhält 

dy^ 

x = smt\ 



&)'+(^)'+^=- 



X ax ax' 

(Fourier, Trait6 de la chaleur). 
6) In der Gleichung 

du. « _ 

soll aj=%+Vr+p) als unabhängige Variable eingeführt werden. 
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Der Ausdruck für x gibt durch Differentiation 

dx~ 2 ' 
folglich wird 

iu dw 2 

Aus der Gleichung zwischen x und y folgt femer 

e^ = y + \/l + y^» daher y -. 
und 

vi + y*= — 2 — • 

Setzt man die so erhaltenen Werte ein, so ergibt sich 

/i 4/ du 

7) (1 — 2/2)^-2 — y— + n»« = 0, x = arecosj/; 

— 4-naM-O 

d X CLX 

a; = rcosy, y = rsiny; 



<• 



Vdy/ dy' 



2 



wenn <p als unabhängige Variable betrachtet werden soll; dagegen 
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['+.'(g)T 



^^7 + *^ W + '^dr» 
weiin r als unabhängige Variable betrachtet werden soll. 

10) Unter der Voraussetzung, dass 

soll bewiesen werden, dass 

fds\* fd'^xW (ä^y\* fcPs\' 



11) Es sei u eine Funktion von r. Setzt man r = y/x^-\-y^-\-s^ 
so besteht die Gleichung 

Es soll hieraus eine Gleichung hergeleitet werden, in welcher 
u nur in Bezug auf r differentiiert vorkommt. 

cPu . 2 du ^ 

dr^ r dr 

12) Welchen Wert hat der Ausdruck 

wenn 

a; = rcosy, y = rsiny 
gesetzt wird, wo r und 9 zwei neue unabhängige veränderliche 
Grössen bedeuten? 



Man erhält 






x='rcos(py y = rsin9; 



15) H+U+U=o. 
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14) Wenn x, y, z und 5, % C die Koordinaten eines Punktes 
des Raumes in zwei verschiedenen rechtwinkligen Koordinaten- 
systemen bezeichnen, so ist zu zeigen, dass, wenn u eine Funktion 
von ccy y, z bezeichnet, 

Die Lösung dieser Aufgabe setzt die Kenntnis derjenigen 
Formeln der analytischen Geometrie des Raumes voraus, welche 
die Koordinatentransformation betreffen. 

da;2"^ay2-t-9^2 

a: = r sin^cosy, 2/ = r sin^siny, ^^i-rcos^. 
Führt man die Hülfsgrösse ß = rsind ein, so erhält man 
nach Aufgabe 13) 

Q^u . d^u_Q^u ■ 1 Q^u . 1 Qu 

a?^ a^-~3^'"^r2 a^2^ r a^* 

Ferner ist 

1 a^_ 1 a^ I cotang^au 
Q dQ~ r a^ r^ d^' 

Diese drei Gleichungen addiert, folgt 

. cotang^a^ 

■^ r^ a^' 

Ersetzt man (> wieder durch seinen Wert, so wird die vor- 
gelegte Gleichung 

,dHur). 1 a^u, 1 g(^^^p) _, 
a^^ "^sin^^a^^ sin^' d^ ~ 
(Ueber die Transformation dieser Gleichung sehe man Jacobi: 
Ueber eine partikuläre Lösung der partiellen Differentialgleichung 

^i— ^ + 4-4- + 4-4- = 0; Crelle's Journal Bd. 36, pag. 
113—134.) 



— Te- 
le) Es soll der Ausdruck 

y — x 



mittelst der Gleichungen 

u=^lylx^'\'y^, t; = arc tang £r, t=zx-{-y'\'Z 
umgeformt werden, wenn u als abhängige, v und t als unabhängige 
Variable betrachtet werden. 
Man erhält 



K-'«F:+li)- 



§ 15. Homogene Funktionen. 

Eine Funktion u=^f{x, y, ^, <, . . .) der Veränderlichen x, y, 
gyt, . . . heisst homogen von der wten Dimension oder von der 
wten Ordnung, wenn sie die durch folgende Gleichung 
f{a x,ay,a^,at,.,.) = a* f{x, y, z,t,.. .), 
in welcher a eine neue Variable bezeichnet, ausgedrückte Eägen- 
schaft besitzt. 

Differentiiert man diese Gleichung in Bezug auf a und setzt 
nach ausgeführter Differentiation a = 1, so erhält man folgende 
Euler 'sehen Sätze: 

da^ 3y 9^ 

x'^^^2xyf^ + y^f^^ + ,.. = n{n-\)u. 

Es ist eine nützliche Übung, die Eichtigkeit dieser Sätze an 
einigen Beispielen durch wirkliche Ausführung der Differentiationen 
nachzuweisen. 

y — X 

2) w = arctang^^^. (« = 0) 

X y 

3) «==t$^T-(-=o) 
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4) Bezeichnet w = f{xyy,z) eine homogene Funktion der 
Veränderlichen x, y, z und « = y (J, ij, f) diejenige Funktion, welche 
aus f hervorgeht, indem man für a;, y, 2' ganze lineare Funktionen 
der Veränderlichen J, % C einsetzt, so ist zu beweisen, dass 

wenn iCijyi,^! diejenigen Werte der Variablen x,y,z bezeichnen, 
welche den Werten fi,iji, Ci der Variablen ^, ij, t entsprechen. 



Kapitel V. 

Der Taylor'sche und der Maclaurin'sche Lehrsatz. 



§ 16. Lehrsätze. 
L Die Taylor'sche Reihe. 

n. Die allgemeine Maclaurin'sche Reihe. 



+ --- + -^z^/^"-^H«) + &. 



wo a eine Eonstante bedeutet. 

Wird hierin a = gesetzt, so entsteht: 

in. Die spezielle Maclaurin'sche Reihe. 






fix) = fiO)-i-f^f'iO) + -^f"{0)-\--^f"'iO) + ...+ 

In Bezug auf alle diese Reihen legen wir die Voraussetzung 
zu Grunde, dass die Funktion f{x) nebst ihren n ersten Ab- 
leitungen in dem betrachteten Intervalle endlich, stetig und ein- 
deutig sei. 

Wenn f{x) eine ganze, rationale Funktion von x bezeichnet, 
so brechen die drei Reihen bei einem gewissen Gliede ab. In allen 
anderen Fällen muss der Summe der n ersten Glieder, sofern man 
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eine dieser Beiheo mit dem n ten Gliede abbrechen will, noch ein 
sogenanntes Restglied zugefügt werden, welches in den obigen 
Gleichungen mit En bezeichnet worden ist. Die Schätzung der 
Grösse dieses Restgliedes erlaubt ein Urteil über den Grad der 
Annäherung, mit welcher die Summe der ersten n Glieder der 
Reihe den Funktionswert darstellt. 

Besitzt dieses Restglied die Eigenschaft, unendlich klein zu 
werden, wenn n unendlich gross wird, so stellt für jeden zulässigen 
Wert von x die Summe der in's Unendliche fortgeführten Reihe den 
Wert der entwickelten Funktion genau dar. 

Von den verschiedenen Formen, unter welchen das Restglied 
dargestellt werden kann, sind die wichtigsten folgende: 

Restglied der Taylor'schen Reihe, 
n! 



Bn=i^,.f-Hx + »h\ 



Restglied der allgemeinen Maclaurin'schen Reihe. 



i^= '^~Zl7,r' .r^na+^^{x-a)i 



jx— ayo.— ^y-'' 

(n-1)! 

Die in diesen Formeln auftretenden Grössen d^ und ^' be- 
zeichnen nicht näher bekannte, positive, echte Brüche. Die erste 
Form des Restes wird gewöhnlich auf Lagrange zurückgeführt; 
die zweite rührt von Cauchy her. 

IV. Die Taylor'sche Reihe für Funktionen mehrerer 
Veränderlichen. 

f{x + h,y + k) = f(x,y) + ^{^h-\-^k) + 
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V. Die Maclaurin'sche Reihe für Funktionen 
mehrerer Veränderlichen. 

Ax, ,) = «0. 6) + -i, [^^- (X- .) + ^-(V- m] + 

+li[^..<'-'"'+^(if¥fcl-.<'—'*y-*>+ 

WO a und b Eonstanten bezeichnen. 

Die Bestglieder, welche zu diesen Reihen hinzuzufügen sind, 
sind den vorhin angegebenen ganz analog. 

Allgemein ist 

VI. f{xi + Äi, a:2 + Äj, a:8 + Ä8, . . .) =:/'(a^, a^, xs, • . .) + 

Die symbolischen Klammem sollen zunächst nach dem poly- 
nomischen Lehrsatz auf gewöhnliche Weise entwickelt werden, 
dann soll aber für die Ate Potenz einer Derivierten von f die 
entsprechende kte Derivierte substituiert werden. 

B, = ^Jsymh.ßlhi+^h,-\-^h,-]-..)l 

niL \öa?i 0^2 Ö^s y Jx^^^h^ 

Oder 

(n— 1)! L-" \^xi ' 00^2 9^8 ^ J«i+^'Ax 

Die Maclaurin'sche Reihe und ihr Restglied erhält man, indem 
man in VI ic* + ä* durch Xk, hk durch Xk — a*, ä* + ^ ** durch 
a* + -d^* (rr* — a*) ersetzt und bei jeder Ableitung den Index 
ax, 02 . . . hinzufügt. 
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§ 17. Beispiele. 

1) Sei f(x) = x^ + 2x^ — bx + 3. 

a) Man bilde f{x-\-h) mit Hülfe des Taylor'schen Lehr- 
satzes, 

ß) ordne f{x) nach steigenden Potenzen von {x — 1) mittelst 
des Maclaurin'schen Lehrsatzes, 

y) ordne f{x) nach steigenden Potenzen von (x + 1). 

«) f{x+h) = x^'^2x^ — bx-^3 + {ix^ + 6x^ — b).h-^ 
'\- {6x^ + 6 x) .h^ -}- {Ax + 2) .h^ + AS 
ß) f{x) = l-^b{x-l) + 12{x-l)^-{-6{x — l)^ + 

-j- (^ — 1)4^ 

r) f{x) = 7-3{x-\-l)-2{x + iy + {x + l)K 

2) (x + Ä)*" z^ entwickeln, wenn m eine beliebige Zahl bedeutet. 
Bezeichnet man x"^ mit f{x), so ist 

/•(«) (x) = m{m — l){m—2)...(tn — n+l) x^'^ 
und daher 

{x + hr = xr + (^'^y--^h + (^^^ 

+ L !^ i) ^"~"^' ^""' + 1) (^ + ^ ^)""" *" • 

Die Reihe ist konvergent, wenn h, absolut genommen, kleiner 
als X ist. 

Setzt man x = l und x an die Stelle von h, so ist 

{l + xr=l + (^):r + (^)a:2+... + (^^l)a:'*-^ + 

Die Reihe konvergiert für — l<;a:< + l, für a? = + l, 
wenn — 1 < w < + oo und für a? = — 1, wenn w > 0. 

Anmerkung. Zur Beurteilung der Grösse des Restgliedes 
für diese Reihe ist für positive Werte von x die Lagrange'sche, 
für negative Werte von x hingegen die Cauchy'sche Form des 
Restgliedes 

Bn = 7i. Mx- (1 + y rr)— *» (1 — ^)^^ 

geeignet. Die Fälle x= +1 bedürfen einer besonderen Unter- 
suchung. Sie können leicht z. B. durch Anwendung des Gauss 'sehen 

Sotanoke's Aofigabeiuiammliuig. I. 6 
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Konvergenzkriteriums eriedigft werden. (Gauss, Disquisitiones gen. 

circa seriera inf. 1 + 7- - rr + . . .). Man sehe auch Abel: Unter- 
1 . y 

suchungen über die Reihe 1 + ^ ^ + ^ \ o ^^ 4- . . ., Greuels 

Journal Bd. I, S. 311. 

3) i(.+Ä)=z.+A-i(Ay+i(A;_...+ 

4_ (-1)" r AVzi (-^)" ( ^ T 

"•"« — iVa;/ n Va: + ^Ä>' 

(Ä abs. < x). 
Wird 35=1 und a; an Stelle von h gesetzt, so erhält man 
hieraus 

(_l<a;<l). 
Anmerkung. B^r negative Werte von x kann zur Beur- 
teilung der Grösse des Restgliedes wieder die Cauchy'sche Form 
für das Bestglied 

dienen. 

Ebenso ist 

X x^ x^ 



ni-x)= 1 2 3 ••• 

(-l<a:<l). 
Zusatz 1. ^1±| = 2(^ + | + |^ + ...)- 

Zusatz 2. Setzt man in der letzten Formel ' ^' zu: ^ "r - ^ 

1 — x y 

h 

also X = -ci T-Ty SO folgt 

2y + Ä 

'<*+« = '" + ^IFR + 1 (2FF7)'+ * (2^) + • ■]• 
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eine Formel, welche aus dem Logarithmus einer Zahl y den Loga- 
rithmus von (y + Ä), wo h positiv oder negativ sein kann, zu be- 
rechnen lehrt. 

4) Man lasse in 

a — «; 
a; in x-\-h, übergehen und ordne f{x-\-h) nach steigenden Poten- 
zen von h. 

2a 



Da f'{x). 

igabe 1< 
/<"> (x) -. 

+ 



(a — xY' 
so ist nach Aufgabe 10, § 6 

2. 2. 3.4. ..n 

(« — «)»+* * 
and daher 

a-\-x-\-h a-\-x 

a — X — h ä — X 



4-9 f fe I ^' I ^' I , h* \ 

"*" ** \{a—x)^ "^ (a— ic)» "^ (a - «)* "^ •••"'" [a— (« + **)]»+»/ ' 

5) Sei fiir) = — Es soll unter der Voraussetzung, dass 

yl — x^ 

x* nicht gleich 1 ist, f(x-^h)= nach Potenzen von 

VI — (a; + Ä)2 

h entwickelt werden. 

Mit Hülfe von Aufgabe 23, § 6 erhält man 

^r:;»L "'"1— a;2* l '^ a — x^^'l.2 



, 3a;(3 + 2a!g) h^ 3(3 + 24j;« + 8a;*) /?* . "1 
"*" (l — xY •1.2.3"^ (l—x^)* ■1.2.3.4"^"J' 

6) siu {x + h) nach Potenzen von h zu entwickeln. 

. , , ,- . , cosa;, sina;,» cosa;,, , 
sin (a; + Ä) = sin a; + -y^ k öT"' ÖT" '^ "r 

sin(a;+ *A + »»-ir) 

■Ä* + ... + -j Ä-. 



4! ' ■" ' n\ 

6* 
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7) cos(a;-f*^) ^^^ Potenzen von h zn entwickeln, 
cos (a; + Ä) = cos x p- h g-p ä ^ + -gy A« + 

cos(a; + *Ä + n-^) 
. cosa;,. , V 2/,_ 
- Ä* — . . . H i rr 



^ 4! " --'^ n! 

8) arc tang (a; + Ä) nach Potenzen von h zu entwickeln. 

Nach Aufgabe 44, § 6 ist 

d* arc tan&r aj^-v^^ -m. 

, ^ = ( — 1)"-^ (n — 1) I sin* fpsmng), wenn a; = cotang % 

ax 

und man erhält 

arc tang (a; + *) = arc tan? ^ + sin* y . A — sin* y sin 2 y . ^ + 

A^ A* 

+ sin^ y sin 3 y . -s sin* y sin 4 a> . -r- + • • • 

9) arc cotang {x + A) nach Potenzen von A zu entwickehi. 
Die Lösung kann auf ähnliche Weise wie die der vorher- 
gehenden Aufgabe erhalten werden. Sie geht aber auch aus dem 
soeben erhaltenen Resultate hervor durch die Substitutionen 

ji 
arc tang (a; + A) = -p — arc cotang (x + A), 

arc tang x = -^ — arc cotang x = -^ — y , 

(p = arc cotang x = y. 

Es folgt 

A A* 

arc cotang (a? + A) = y — sin* y . -:j- + sin* y sin 2 y . -^ — 

A^ 
— sin»ysin3y.y+... 

10) Es bezeichne y = f{x) denjenigen Bogen, dessen trigono- 
metrische Tangente den natürlichen Logarithmus x besitzt; man 
entwickle f{x + h) nach Potenzen von A. 

Die Gleichung x = l tang y liefert ohne Schwierigkeit die 
sukzessiven nach x genommenen Ableitungen von y. Es wird 
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h 7t' Ä' 

Aa; + /0 = y + sin2y.j- + sin2ycos2y.j-2+,sm2ycos4y.g^ + 

hl 
+ sin 2 y (cos 6y — 8in2ysm4j/).j-j + ... 

11) a" nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Mit Hülfe des Maclaorin'schen Lehrsatzes erhält man, wenn 
f{x) = af gesetzt wird, wonach 

f (0) = l a, f" (0) = Q a)«, . . . /^") (0) = {l a)\ 



(f- 



=i+n^«- 






2! 



3! 



(n-1)! "^ n! " • 



Die Reihe konvergiert für jeden endlichen Wert von x und a. 



Zusatz 1. e^ 

«1 = 1 + 



l + ^ + fl + fT + - 



35"- 



iC' 



/.— 1 



= 1 



2!^3!^***(n — 1)! 



n 



ye*' 



+ ^ + ^ + . • . = 2,718281828459 . 
+ ^ - ^ + . . . = 0,367879441171 . 



Zusatz 2. Setzt man c* = ^, so wird a; = ?ir, also 



z=l-\-- 



1!^ 2! ^ 3! ^ 4! ^•" 

12) sino; nach Potenzen von x zu entwickeln. 

(— oo<a;< + Qo). 
sin 10 = sin 0,0174533 = 0,0174633 — 0,0000009 = 0,0174524. 

13) cos X nach Potenzen von x zu entwickeln. 

x^ x^ x^ x^ ( ^\ 

cosa:=l-2^ + ^-gj+...+^cos^^a: + nyj 

(— Qo<a;< + Qo)• 
cos 10 = 1 — 0,0001523 = 0,9998477. 

Anmerkung. Setzt man in den Beispielen 6) und 7) die 
Reihen bis ins Unendliche fort und fasst die Glieder zusammen, 
welche mit coso?, beziehungsweise mit sino; multipliziert sind, so 
erhält man die bekannten Formeln 
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sin {x + h) = sin a; cos h -[- cos x sin h, 
cos {x + A) = cos a; cos Ä — sin a? sin h. 

14) l sin f -^ + xj nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Ism(^y + a?J = ismy + ^a: — 2^a:2+-^a:3 — 4ia:*^ 

log sin (300 _|. 10") _ log sin 30^ = 

= 0,43429448 (1,7320508 . 0,00004848) = 0,0000365. 
Man vergleiche die betreffende Differenz in den Logarith- 
mentafeln. 

15) arcsinx nach Potenzen von x zu entwickeln. 
Nach Aufgabe 4, § 7 ist 

/X2«+i) (0) = 1 . 32 . 52 . . . (2 n — 1)2, 
/X8n)(0)=z0; 
folglich 

I 1 3^1-32 5 ,1.32.52 . , 
arc sm = a; + öi a?* + -kt^ "I 7I — ^ + • • • 

— , 1 a;^ I 1>3 a:S 1.3.5 a;^ 

— ^+2 3 ■*"2.4 5 +2.4.6 7 "^••• 

(-l<a:< + l). 
Zusatz. Setzt man arcsina; = 2', so ist 

, 1 sins^ 1.3 sinö^ , 1.3.5sin7^ , 
^ = sin^ + -2--^ + 2^-^ + 2T4-6-T- + --- 

^_ 1 , 1 1 , 1.3 1 1.3.5 J_ -orsoqp^Qo 
6~2"^2 3. 23 "^2. 45. 25 "^2. 4. 6 7.2^"^ ^,o^oow. 

16) arc cos aj nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Auf analoge Weise, wie in der vorigen Aufgabe, oder auch 

durch die Substitution von arc cos a; = -^ — arc sin x in das soeben 

erhaltene Resultat folgt 

n X 1 x^ 1 . 3 a;^ 



axccosa;- 2 ^ 2 3 2.4 5 '•• 

(-l<a:<+l). 
Zusatz. Setzt man arccosa; = ^, so ist 

n cos ^ 1 cos^ z 1.3 cos^ g , 

^~Y "T" 2 ~3 2.4 5 
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17) arctanga; zu entwickeln. 
Da nach Ao^be 3, § 7 

f «»f « (0) = (— 1)" . 1 . 2 . 3 . . . (2 n), 
/^»•)(0) = 0, 
so erhält man 

/VI /yiO /yiO O'»« 

arctanga: = Y — y + y — y+... 

(-I<a:< + 1). 

Um das Lagrange'sche Restglied zu erhalten, eriünere man 
sich, dass (Aufgabe 44, § 6) 
d* arc tang x 
da?» 
wo 



: (— 1)""^ (w — 1)! sin" 9 sin n 9>, 



y = -^ arctanga?, also sin*y = 



Daher lautet das Bestglied 

-^^ — ^^ ^v"ö — ^^ **^s: ^ a? ) , 

und man erkennt leicht, dass obige Reihe konvergiert und ihre 
Summe mit arc tang x übereinstimmt für jedes x^ das, absolut 
genommen, kleiner als 1 ist. 

Ist arc tang a? = £^, so wird 

tang^^ tang^^ , tang^^ /t -u • » u t> -u \ 

z = — ~ 1 1 1 ... (Leibmz'sche Reihe). 

1 D O 

TT 

Zusatz. Für tang^ = l ist ^ = -t-» also 
= ^(T73 + 5T7+97n+-7 
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Zur Berechnung von n eignen sich diese Reihen aber nicht;*) 
bessere Formeln erhält man durch: 



oder 



— = arc tang | + arc tang \ 



-^ = arc tang ^ + ^c tan? i + *rc tang |.**) 



18) tanga; nach Potenzen von x zu entwickehi. 
Es sei tang a; = y (a?), alsdann ist: 
y' {x) = sec2 a; = 1 -f tang2 a; + [y (a;)[*; 

|y^(a:) = 3y"(a^)y'(a:)+y(x)<]p'"(a:); 
k y<"+"> (a:) = y<«) ipo) if (x) + (j) 9<"~'^ (^) 9" (^) + 

+ (5) y <'*-^> (^) 9'" (:^) + . . . + (5) y'" (a.) 9(-«) {X) -^r 

+ (5) y ' (^) y^"-'M^) + (i) y'(^) y^^H^) + 9 {^^ 

Nun ist 

9)(0) = y"(0) = <^^(0) = y^(0) = ... = y<2J»(0) = 0; 
also: 

|y(M-i)(0) = y(n)(0)9'(0) + g)9^'*-«>(0)9''(0) + 

+ 6) y^"~'nO) y^(0) + (^) 9<--«) (0) <^^^^(0) + . . . 

Beachtet man, dass w, n — 2 etc. nur ungerade sein können, 
so sieht man, dass y^*) (0) if^^ (0) noch einmal auftreten muss, 
ausser, wenn ä = l wird. Fasst man die gleich hohen Ableitungen 
zusammen, so ergibt sich unter Benutzung der bekannten Relation: 

V2äJ"^U — 2Ä—lj'^ (2^ + 12 A+lJ'^V2& + l)* 

*) Nach Euler müsste man nicht weniger als lO^^ Glieder be- 
rechnen, um n auf 100 Stellen genau zu erhalten. 

**) Durch diese letztere Formel ist die Zahl n durch Dahse in Zeit 
von 2 Monaten auf 200 Dezimalstellen berechnet worden, Richter berech- 
nete sie auf 600, Shanks nach einander auf 440, 607 und 707 Stellen, 
Proc. of the Royal Sodety, Bd. 21, 1873. 
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n+1 , ., 

wenn — ^ — gerade ist: 



-"-? 






w + 1 , .^ 

wenn — ^ — ungerade ist: 



k= — 



(4l)P(0)]' 



fc=0 

+ 



9,'(0) = 1; g)"'(0) = 2; y^(0) = 16 = 2*; ^-''"(O) = 2* . 17; 
g,« (0) = 28.31; 9"(0) = 2» . 691 ; y^" (0) = 2»» . 5461. 
£s ist also: 

, 2 . , 2* . , 2*. 17 , , 28.31 , , 
t&ngx = x + ^x*-j-^x^-\-—Yj-x^ + —^j-x^-\- 

+ g!.691^n4. 2"-5461 

^ 11 ! * ^ 13 ! '^ ^^ • • • 

_i_ 1 3 1 2 6 , 17 7 , 62 9 ,1382 ,, , 

• 21844 j 

•* I • • • 



6081075 



Allgemein ist 

^1.22.(22 — 1) , 53.2*(2* — 1) , , 

-r g j x -r . .. , 

worin die Koeffizienten B die sogenannten Bernoulli'schen Zahlen 
sind, nnd zwar ist 

Bi = ^f -Bfi = irV > ^5 ^^ TY > -B? =^ ^V» -B9 = A > -ßii =^ /AV > 

^18 = i, ^i6 = %V- etc. 

Diese Zahlen befolgen kein einfaches Bildungsgesetz. Durch 

andere Betrachtungen kann man nachweisen, dass die Reihe für 
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iAngx nur dann konvergent ist, wenn der absolute Betrag von x 

kleiner ist als -^ . 

Beispiel: 
tang 180 = tang xV ^ = 0,314169265 + 0,010335426 + 

+ 0,000408026 + 0,000016300 + 0,000000652 + 
+ 0,000000026 + 0,000000001 = 0,324919696. 

19) secx nach Potenzen von x zu entwickeln. 
Es sei secx = f(x). 

f (^) = fip^) ' tang x = f(x)(p {x)\ 
r-^^Kx) = r'{x)q>{x) + {^^^ 

Nun ist nach Aufgabe 18 
y(0) = y"(0) = 9^M0)... = 0, 
daher 
/x«+o (0) = («) /x»-»)(0) 9'(0) + («) /^-»)(0) 9"'(0) + 

+ (^) /^-»> (0) y ^ (0) + («) f(-^ (0) ^''"(O) + . . . 

f (0) = f" (0) = r (0) = P'^'^ (0) = 0. 
/'(O) = 1; r(0) = 1; f^iP) = 5; f '''(O) = 61; /''^"'(O) = 1385; 
f^ (0) = 50521 ; f^"iO) — 2702765. 

, j 1 2 1 5 ^ I 61 6 . 1385 g . 50521 ,„ , 
seca;=:l4-2ia;* + jia^ + el* +~8T "^HM" + 

2702766 

^ 12 ! ^^ • • • 

Die Bedingungen der Konvergenz dieser Reihe sind dieselben, 
wie bei tanga;. 

Beispiel: 
sec 180 = 1 + 0,049348022 + 0,002029357 + 0,000081451 + 

+ 0,000003529 + 0,000000130 -j- 0,000000005 = 1,051462224. 

20) cotango; nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Man entwickle zunächst ;rcotangx nach Aufgabe 6, § 7, 
wodurch man erhält 
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— 




'v ^i\^^Y\<T ■'*" 1 — 


X* 


2x« 


a;8 


2a;»'> 




46 


946 


4726 


93666 • 


Damach wird 










1 X 


X« 


2x^ 


x-f 


2»» 


X 6 


46 


945 


4726 


93656 


Allgemein ist 










cotang x=- ^1 

X 


^'m 


-^8 


a;8 


^5 2«^- 



Die Konvergenz dieser Reihe erstreckt sich von x = — n 
bis x=^-\-n, die Grenzen exklusive. 

Anmerkung. Aus der Eeihe für cotang a; lässt sich die- 
jenige für tangic leicht ableiten mittelst der Beziehung 2 cotang 
2 cc = cotang x — tang x. 

21) l tang f -j- + xj nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Z tang (^ + a;) = Z tang -J + ya; + 3-ja;3 + -^a;5-f 

log tang (450+10") — log tang 450 = 0,43429448 . 2 . 0,00004848 = 

==0,0000421. 

Man vergleiche die betreffende Stelle in den Logarithmen- 
tafeln. 
22 a) ^^''^ zu entwickeln. 

Unter Berücksichtigung der in Aufgabe 2, § 7 enthaltenen 
Werte folgt: 

— l!^2! 4! 5! 6! '^7! ^ 8! ^ 



grin« 



64 2961 2^3M1 

^9! 10! 11! 



22 b) e*»"«^ zu entwickeln. 
£)s sei 

g*«g x — p (a;)^ tang x = <p («), 

jnitbin 

jF"(a;)=2j?'(a;)g)'(a!). 
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Differentiiert man diese Gleichung pmal nach einander nach 
dem Leibniz'schen Satze und berücksichtigt die aus Aufgabe 18 
bekannten Werte der Ableitungen von y (a;), so erhalt man leicht 
eine Rekursionsformel für ^<*+^) (0). Es wird 

, 959 , , 6097 . , 41641 . , 

+"7T^ +"8r^ +"~8rr^ +••• 

23) Aufgabe. Es sollen Formeln für sin n ^ und cos n ^ auf- 
gefunden werden. 

Setzt man y (x) = sin (n arc sin x) = sin n -^ und bildet nach 
Aufgabe 7, § 7 die sukzessiven Ableitungen von y (x) für den 
speziellen Wert x = Oy so liefert der Maclaurin'sche Lehrsatz 

nsin^' n(w2— 1«) . „ , n{n^—V){n^ — 3^) . . 
sinn^=— y-j ^^-ö-j — ^sm^^H — ^^ ^y ^sm^^r— ... 

Durch Differentiation erhält man 

f, n2— 1« . « , (n«— l«)(n2 — 3«) .' \ 

cosn^ = cos eil ^-j — sin^ z -f ^^ 1^ '- sin*^ — . . .J. 

Diese beiden Reihen brechen ab, wenn n eine ungerade Zahl ist. 
Beispiel: sin3^ = 3sin2r — 4sin^^, 

sin 5 ^ = 5 sin 5 — 20 sin^ ^ -f 16 sin'» z, 
sin 7 ^ == 7 sin ig^ — 56 sin* z + 112 sin^ z — 64 sin"^ z\ 
cos 3 2" = cos ^ (1 — 4 sin* z), 
cos 5 ^ = cos ^ (1 — 12 sin* ^ + 16 sin* z)y 
cos 7 «e- — cos z(l — 24 sin* z-\-SO sin* z — 64 sin^^). 
Nimmt man f(x) = cos (w arc sin x) (Aufgabe 8, § 7), so findet 
man ganz in derselben Weise wie oben 



4^_ 



, w* . g , n*(n* — 2*) . . 
cos n £' = 1 — öl^^'^ ^ H 4! ^^ ^ 

( . n(n* — 2*) . „ , \ 
sin w £' = cos ^ ( w sin ^ ^— ^-j — - sin* z+ ...j. 

Ist n eine gerade Zahl, so brechen beide Reihen ab. 
Beispiel: cos 2^ = 1 — 2sin*j8', 

cos 4 ^ = 1 — 8 sin* ^ + 8 sin* z, 

cos 6 ^ = 1 — 18 sin2 ^ + 48 sin* 2r — 32 sin« ^; 
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sin 2 i? = cos 2^ . 2 sin f, 

sin 4 ^ = cos £' (4 sin 5 — 8 sin* z), 

sin 6 ^ == cos ^ (6 sin z — 32 sin* ^ + 32 sin^ z). 

Setzt man f{x) = cos (n arc cos x) (Aufgabe 9, § 7), so ist 
für ein ungerades n: 

cos n £' = 

/ ,\^f n(n«— 12) , , n(n2 — l«)(n«-3«) , \ 

==(-1) ^ [ncosz 5^-g-j — ^cos3^ + — ^^ ^ ^cos«^^_.. 1 

Hieraus 

sin n -8" = 

Für ein gerades n ist: 

cos m = 



Sinn -8' = 



:!L / ^(^2 2^) nOi^ 2^)(n^ 4^) \ 

= (— l)*sin^^ — neos 2' H — ^^-ö-j — ^cos*^ ^^ ^ ^cosö^+...J. 

Es ist also: 
cos 3 £r = — 3 cos ^ + 4 cos* z, 
cos52:= öcosä' — 20cos*2' + 16cos'^^> 
cos 7 £: = — 7 cos ^ + 56 cos* z — 112 cos*^ ^ + 64 cos"^ ^ ; 
sin3is:= — sin;8r4-4sin^cos2£', 
sin bz= Hinz — 12sin£'COs2£'H-16sin^cos*2', 
sin lz= — sin;8' + 24sin^'COS*^ — 80sin;8'Cos*^ + 64sin^cos^^; 
cos22' = — l-\-2G0s^Zy 
cos4£'= 1 — 8 cos* 2' + 8 cos* ^, 
cm6zz= — l + 18cos2^ — 48cos*^ + 32cos^^; 
sin22'= 2sin^cos^, 
sin 4 Ä' = — 4 sin ^ cos ^ 4- 8 sin ^r cos* ^, 
sin 6 ^ = 6 sin ^ cos ^ — 32 sin z cos* z-\-32 sin z cos^ z. 
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24) {x + Ä)"* (y + *)'• = i^ (ic + Ä, y + k) soll nach Potenzen von 
h und k entwickelt werden. 

{x + Ä)"* (y + Ä)* = af* y" + m a;"*"^ y" A + w af* t/"~^ A: + 

+ (2)«?"-' !/" Ä« + mnx'^-^ y— ^ A t + ß^ar'^y*-^*^ + 

25) ix-\-h)l{y-]-k) = (p{x-\-hy y + k) nach Potenzen von h 
und /c zu entwickeln. 

Auflösung: 
(a. + A)Z(y + A) = a:iy + [zyA+|-Ä] + ij[2^Aft-^Ä2] + 

1 k 

ix + h)l(y-\-k) = xly-\' — [ylyh--\'xk]'{--^\yh — ^xk] — 

y y 

y2 ^3 ]^ 

(a: + A)Z(y + Ä) = a;ZyH \ylyh-\-xk]-]- 

26) sin (jc + y) nach Potenzen von x und y zu entwickeln. 
Sowohl die Substitution von x-\-y an SteUe von x in der 

Reihe für sino;, als auch die Anwendung des Maclaurin'schen 
Lehrsatzes für Funktionen zweier Veränderlichen liefert 

• / I \ x-\-y (a; + y)' , (cc + y)^ 
sm(a; + y) = — p- ^ J^^' ^^^f- ••• 



sin(a; + y)= Y(aj + y) — g^(a;» + 3a;2y + 3a;y2-l-y8) + 

1 
5 



+ ^(a;6 + 6«*y4-10a;8y2 + 10«2y8^5a.y4_|_y5)_|_... 
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27) sin f». sin ^ nach Potenzen von x und y zu entwickeln, 
sin a; . sin 1/ == 2^ 2 a; 1/ — j-j [4 x» j/ + 4 a; y8] -f. 

+ i[6a;6y + 20a;8t/8 + 6a;y6] — 
— ^[8a;^y + 56a;öy8 + 56a!8y5H-8a;yT + ... 

Es ist also, wenn y = ic gesetzt wird, 

sin8a; = ^.ij(2x)2-l ij(2x)* + ij.ij(2^)«+... 

Diese letztere Eeihe lässt sich auch aus der Formel sin2a; = 
1(1 — cos 2 a;) und der Reihe für cos 2 a; ableiten. 

28) cos a; cos 1/ nach Potenzen von x und y zu entwickeln, 
cos a; cos y = ; — 2^ (a;2 + 2/2) 4- ^ (a;* + 6 a;2 y2 + j^*) - 

- ij (a;« + 15 a;* j^ä + 15 a;2 j,4 + j^G) _|, 
+ ^(a;8H-28a;«j/« + 70a;V + 28a;2y« + y8)-... 

cosa:cosy = 2 -fe^ 2 (2?) ^^-"•y'^- 



p=:0 



x4-h 

29) arctanff — 7-7 soll nach Potenzen von A und k entwickelt 

werden. 

. x-\-h . X . 1 V y , X ,1, 

^2!l(a;* + s/y ^(a;2 + y2)« "*^(a:8 + j/2)2 « J -^ ••• 

30) Es sollen folgende Gleichungen mit besonderer Berücksich- 
tigung derjenigen Methoden, welche sich auf den Taylor'schen und 
Madaurin'schen Lehrsatz stützen, näherungsweise gelöst werden: 
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a) a;» + 2a;« + 3a; + 4 = 0; <0 UiDgx + x = 0; 

x= — 1,6606292. Xi = 1160 14' 21", 

ft) x* — 2x^- + ix— 8 = 0; a!i = 2810 30'16", 

« = 1,6117663. a!8=:4570 8' 38", 

r) 10logx=x; etc. 

«=1,371288. 

Anleitung:. Es sei y=:f{x) = die zu lösende Gleichung. 
Bezeichnet xq einen durch Versuch gefundenen Näherungswert der 
Wurzel und a^ + h den wahren Wert derselben, so ist nach dem 
Taylor'schen Satze 

= fix,-\-h) = nx,) + f'ixo)^-\-f"ixoh^' ' 



Kommt nun xo dem wahren Wert der Wurzel so nahe, dass 
h^ und die höheren Potenzen von h vernachlässigt werden dürfen, 
so hat man zur Berechnung der Korrektion h die Gleichung 

woraus 

rco + Ä ist dann ein neuer Näherungswert. 

Diese Methode, welche von Newton herrührt, kann geo- 
metrisch so interpretiert werden, dass man die Kurve y = f(x) 
durch ihre Tangente ersetzt und den Schnittpunkt der Tangente 
mit der x-Axe aufsucht, während der sogenannten Regula falsi 

X\ — X9 

X = Xi ' -.pi 

yi — y2 

oder 

„_ a;i + a:2 X1—X2 yi + y2 
2 y,-y,' 2 ' 

wo xi und a^ Näherungswerte, yi und j/g die zugehörigen Resul- 
tate bezeichnen, die Annahme zu Grunde liegt, dass der zwischen 
zwei Punkten der Kurve liegende Kurvenbogen durch die Sehne 
ersetzt und der Schnittpunkt der Sehne mit der x-Axe aufge- 
sucht wird. 



X 
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Eine angemessene Verbindung der Newton'schen Methode mit 
der Regula falsi liefert zu gleicher Zeit zwei Grenzen, zwischen 
welchen die Wurzel enthalten sein muss. Hierbei hat man die 
Newton'sche Formel für denjenigen Näherungswert anzuwenden, 
für welchen f{p^ und /"'(a?) dasselbe Zeichen besitzen. 

Ein weiteres Mittel zur Auflösung der Gleichung f{x)=^0 
liefert der Maclaurin'sche Lehrsatz, mit dessen Hülfe die Inver- 
sion der Funktion f{x) erreicht werden kann. 

Bezeichnet nämlich xq, y^ ein Wertepaar, welches der Gleichung 
y z=L f{x) genügt, so gibt die Maclaurin'sche Reihe die Entwicklung 

(dx\ y—yo i (^\ i y—yoT' , (d^A iy—y^Y , 

^^^\dy)o 1 '^\dyVo 1.2 "^VdyVo 1,2.3 "^••• 

Setzt man hierin y = und für \-t^) , VTv ' ' ' ' ^^ 
Werte, nämlich 

fd^\ _ _ rixp) 

so erhält man, ocq als Näherungswert vorausgesetzt, für den neuen 
Näherungswert x die Gleichung 

.-^ fM r(^o) \fM? , 

, rixo)r{xo)-B\f"(xoW ifM? 

Vorausgesetzt wird bei allen diesen Näherungsmethoden, dass 
in dem betrachteten Intervalle f (x) weder sein Zeichen wechselt, 
noch gleich Null wird. 



Sohnoke'i Anf^abenfammlang. I. 



Kapitel VI. 

Anwendung der Differentialrechnung auf die Bestimmung 
des wahren Wertes einer Funktion, die für einen speziellen 
Wert der Veränderlichen in unbestimmter Form erscheint. 



§ 18. Allgemeine Sätze und Begeln. 
1) Bezeichnen fix) und y {x) zwei Funktionen von x, welche 
nehst ihren n ersten Ableitungen in demselben Intervalle endlich, 
stetig und eindeutig sind und welche nebst ihren {n — 1) ersten 
Ableitungen für den speziellen Wert x=^ a verschwinden, während 
y^»») (a) von Null verschieden vorausgesetzt wird, so gilt für jeden 
innerhalb des Intervalles liegenden Wert von x der Satz 
fix) ^ fi^)[aJ^^{x-a)\ 
^ix) 9)^~)[a + ^(a; — a)]' 
wo 5- einen nicht näherbekannten, positiven, echten Bruch bedeutet. 
In dieser Gleichung erscheint der Ausdruck auf der linken 
Seite für ic = a unter der unbestimmten Form ^ und verliert 
daher seine bestimmte Bedeutung. Aus der obigen Gleichung folgt 

fix) f^'^Ha) 
aber, dass für lim a? = a, lim \ ; = ' . , \ ; ist. Diesen Wert 

^ix) y(*^(flf) 

fix) 
nennt man den wahren Wert des Quotienten ' \ \ für x=^ä. 

(Pix) 

fix) 
Der wahre Wert des Quotienten \ \ , welcher für x = a 

g>(x) 

unter der unbestimmten Form ^ erscheint, ist demnach gleich dem 

Werte von , > ) ; , wenn die nten Ableitungen von fix) und (pix) 

die ersten sind, welche für x = a nicht zugleich verschwinden. 

Dieser Satz gilt in dieser Form nur dann, wenn /*(*) (a) und 
y^'*^(a) bestimmte Werte haben; verlieren f^^'H'^) ^^^ (f^^^ ia) für 
ÄJ = a ihre Bedeutung oder werden beide unendlich gross, während 
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die übrigen Voraussetzungen bestehen bleiben, so tritt an die 

Stelle des vorigen Satzes der folgende: Der wahre Wert von 

fix) fix) 

für lim a; = a, d. h. lim ' ) für lim a? = a, stimmt überein 



x) g>{x) 

mit dem Grenzwerte des Quotienten '.) ;! für lima?' = a, voraus- 

gesetzt, dass ein solcher Grenzwert existiert. 

fix) 
2) Der Fall, wo die Funktion ' \ \ für x = a die unbe- 

(p{x) 



stimmte Form ^ annimmt, wird auf den vorhergehenden zurück- 



geführt, wenn man schreibt ' ,{ = ^)^\ 

(p (x) 1 

fix) 

fix) 
Der wahre Wert des Quotienten ) ; , welcher für x=^a 

(fix) 

unter der unbestimmten Form ^ erscheint, ist gleich dem Werte 

/•(«) (a) 
von \n^ ) i > wenn die nten Ableitungen von fix) und ^ix) die 

ersten sind, welche tüv x = a nicht zugleich unendlich gross 
werden. 

Auch für diesen Fall gilt ein dem im letzten Teil von 1) 
ausgesprochenen ganz analoger Satz. 

Zusatz. Derselbe Satz gilt für a = oo. 

3) Wenn fix) . y (a?) = . oo wird für a; = a, so setze man 

f ix\ w ix\ 
fix).(p ix) = \ =^ ) 9 wodurch man einen der beiden vor- 



^ix) fix) 
hergehenden Fälle erhält. 

4) Die unbestimmte Form qo — oo, unter welcher die Diffe- 
renz f(x) — (f ix) für x = a erscheinen kann, wird auf die Form ^ 

zurückgeführt, indem man -tt-t- = /i ix) und — 7^ = g)i ix) setzt, 

fix) (fix) 

wodurch man erhält 

fiix) <pi ix) fi {x) g>i {x) 

7* 
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6) Nimmt die Funktion [/'(a:)]^^'> tnr x = a eine der unbe- 
stimmten Formen 0®, ooO oder 1" an, so erscheint beim Übergang 
zur Exponentialfunktion, wonach [/*(a;)]^<^> = e9'^^>'^^^>, der Expo- 
nent y(a;) . Z/'Ca:) unter einer der vorhergehenden unbestimmten 
Formen und kann demgemäss behandelt werden. 

Wenn das allgemeine Verfahren mehrfache Differentiationen 

f(x) 
zur Bestimmung des wahren Wertes von ' \ \ für a; = a erfordert, 

<p{x) 

so ist es in vielen Fällen zweckmässig, Zähler und Nenner nach 

steigenden Potenzen von {x — a) zu entwickeln. Da nach der 

Voraussetzung einige der Funktionen /*(«), f (a), . . , und y(a), 

g>' (a), . . . verschwinden werden, so wird sich eine gewisse Potenz 

von {x — a) als gemeinschaftlicher Faktor im Zähler und Nenner 

fortheben lassen; der übrig bleibende Bruch gibt für ic = a den 

gesuchten wahren Wert. 

Falls eine Entwicklung des Zählers und Nenners eines Aus- ] 

fix) 
drucks ' \ \ , welcher für x = a unter der unbestimmten Form § 

erscheint, nach Potenzen von (x -- a) mit nur ganzen Exponenten 

nicht möglich ist und in Folge dessen das allgemeine Verfahren 

nur mühsam oder auf Umwegen zum Ziele führt, kann der wahre 

Wert dieses Quotienten auf folgende Weise bestimmt werden : Man 

setze {a + h) für x in die Funktionen f{x) und y (x) und entwickle 

sie nach steigenden Potenzen von h. Nach Hebung einer gewissen 

fix) 
Potenz von ä, welche hierbei im Zähler und Nenner von -~r 

g>(x) 

als gemeinsamer Faktor auftritt, ergibt sich der wahre Wert des 

fix) 
Quotienten ' \ . iär x= a, indem man in dem übrig bleibenden 
g>{x) 

Bruche ä = setzt. 

Die Bestimmung des wahren Wertes einer für a; = a unter 

unbestimmter Form erscheinenden Funktion kann häufig dadurch 

vereinfacht werden, dass man die gegebene Funktion durch Division 

von solchen Faktoren befreit, welche für a; = a weder gleich Null, 

noch unendlich gross werden. Das Produkt aus dem wahren Werte des 

übrig bleibenden Teiles in den bestimmten Wert der abgesonderten 

Faktoren liefert dann den wahren Wert der gegebenen Funktion. 
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§ 19. Beispiele. 
Bei denjenigen Aufgaben, welche mit einem * bezeichnet sind, 
reicht eine einmalige Differentiation nicht hin. 



1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 

8) 

9) 
10) 

11) 

12) 

13) 

14) 



tt = — r r', für x=^a wird tt = ^ = — a" 

af" — a"" n 



u = - 



T 



:»— 1 



af 



2a;2 + 2ar — 1 



; für a; = 1 wird m = ^ = 3. 



u = 



u 



gä — 8a;^ + 17a! — 10 
«*— 6x3— 2x8 + 11 a;— 5 

a;3 — 5a;2 + 2a; + 8 
X*— 2x3— 16x24-2x+15 



; für x=5 wirdi(=^=YV 



; für x= — 1 wird u=%=i. 



u = 



ix^^jr^ + A . ^ a.=^_| wird u=%=-^. 



u- 



X* + |x3 — ^X- 

* — 5xH- 4 . ( für X = + 2 wird m — § = |, 



x» 



X* — 3x2 — 4' 



{für x = + 
für x=: — 



2 wird M = ft = |. 



x*+3x3— 7x2 — 27x— 18. rfürx=:+3wirdM=§=10, 



x*— 3x3— 7x2+27x 

x* + x3 — llx« — 9x + 18 



—18. |fürx=: 
— 18'{fürx= 



3wirdtt=S^:=TV 

fürx = 1 wirdM=^=:|, 
für x=— 2 wird ti=l=^, 
für X = 3 wird m=^=4. 



X* + 2x3— 13x2— 14x + 24 ' 

ax2 — 2acx + ac2 ... . , o '"' 

; für x=—a wird u-=^=2a, 



"u^ 



bx^ — 2bcx + bc^ 
a^-{-a^x — ax^ — x^ 



a^+2a^x+2a^x'^+2ax^+x^ 

«^^Fzri^q:^; f'^'- ^=2 wird «=s=o 

x^-\-x^ — ^x — 4 



w = 



u=^ 



iÜTx=^—l wir(iM = ^=oo, 
für a?=- — 2 wird i^=§=— 1. 



x^-]-2x^—Sx'^—8x—^' 



^^ a-V^» ^" ;fürx = wird « = § = ^. 
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15) if'= , ^ — rr^y f ür a; = a wirä u=z ^ = \ff . 

\a-\-2x — \3a 

I a ä 

16) M = ^f ~^ -; für a;=:a wird w = ^ = a\/3. 

ya? — a 
Man dividiere mit dem Nenner in den Zähler und setze im 
Quotienten x = a. 

17) M = -5^ ; ., ^^ ; für a; = a wird u = ^ = -^. 

y/x^ — a^ \2a 

Setzt man x = a'\-h und entwickelt Zähler und Nenner nawh 
steigenden Potenzen von ä, so folgt 



V' 



VJV2^(i + tA-...) V»'^(i+i^_...y 

, woraus für h = 0, u = - 



18) *u = ' , * ; 

«8 — 2aa; — a2 + 2aV2aa; — x2 

für a; = a wird u = ^ = — 5 a. 

19) M = ^—^; für « = wird « = ^ = ^4. 

20) ii = ,^^.~K ] für a; = wird w = ^ = Z—. 

l{l — x)' " a 

22) ^^ ^'-V^^^ . für ^::^o wird w = ^=-L. 

a?^ 2a^ 

oQ\ V^^ — ax+x^—\/a^-^ax'{-x^ ^, a • ^ o r" 

23) ti = ■'^ . ' — '^. — ' — ; für 0^=0 wird u=^=zy/a. 

\a-\-x — \a — X 
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Anstatt vom Zähler und vom Nenner die Ableitung zu bilden, 
kann man auch jede einzelne Quadratwurzel nach dem binomischen 
Satze entwickeln. 



24) u=^ ^Y L; für x = a wird u=i = 2ayf2^. 

\l{x — a)^ 

Dividiert man mit dem Nenner in den Zähler, so gibt der 
Quotient für a; = a unmittelbar den gesuchten wahren Wert. 

25) u = -j ; ^3^^ --; für x = a wird u = ^ = 0. 

Y{x — ay-i-o yjx — a 

Setzt man Six — a = ty so folgt für <=:0 der gesuchte 
wahre Wert. 

26) „ = V2Z^E4^^J^; für a. = a wird « = Ä=:i/«. 



27) „ = ^^:l^^i±3^; für x = o wird « = ^ = 1. 

V 2 c — v^ + -j- v^ — ^ 

28) *u = ^ ' / ^ für x=l wird u-=%=-^—^. 

(1 — xY 2 

Durch Division ergibt sich: 

w = .r + 2 a:^ + 3 a;3 + . . . + w ü?", 
und für x=l: 

« = 1 + 2 + 3 + ...+^ = ?^^^. 



an\ a + ylx^ — a^ — \/2ax — X^ ... . , n n 

29) u= 8/^i-^ — r-i 2 ; für a! = ffl wird M = ^ — 0. 

3Q. ^^ V2a8 — a;8 — V5a8-4a;8 

X V8a*a;^ + 8oa;3 - V20 a« a^ + 12 a* x« ' 

für a; = a wird m =: Ä = jr— . 

9a 



3j> ^_ a;— V32a8a; — 24aa;g+V40a3a!8+24^ä^— V2x»— g» . 
"~ 3a(9a; — 10a) + V36a3a: + 46a^V2a;' — «* ' 

für a; = a wird « = | = ; 



24 a 



32) *w = ^ ^ ; füra;=l wird u = {^ = — 2. 
l — x-\-lx 
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Weil x = l, so können wir den Faktor x absondern und ge- 
langen kürzer zum Resultete durch Differentiation von 

ar-^ — i 

1 — x-\-lx' 
Ebenso wird man finden, dass man vor der zweiten Differen- 

tiation af""^ absondern kann und nur — r-^ zu betrachten hat. 

1 — X 

Da e* = 1 für a? = 0, so kann man Zähler und Nenner durch 
e* dividieren und die Differentiation ausführen an 



a?4-6r->* — l — x.fT' 



2x 



1 — e'^ 

34) *u = ^'^ + yrZi)f "^^"^ '^ ^" ^^^ ^^^ H = ?^i- 

Wenn ic = wird e* = l und m = 7 ttö — ' — • 

{er — 1)3 

Vor der zweiten Differentiation kann man Zähler und Nenner 
durch e" dividieren. 

g« — 1 

35) u = -^TTn \ ' für a; = wird m = ^ = — 1. 

^ 1 

e* = 1, für ic = 0, also u = 



l{l — x)' 

36) u = — = ; für iT = 1 wird u = i=^la — l. 

t X 

37) *u = . - = — ; für ä; = a wird u = ^ = — 1- 

a — \2ax — x'^ 

38) u = ^ T^ ; für ic = wird u=^ = 2, 
^ sina? " 

39) u = — j- ; für a; = wird w = ^ = 00. 

X 

40) *ü = 3 ; für ic = wird m = ^ = ^. 
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Der wahre Wert von tt kann sowohl nach der allgemeinen 
Methode, als auch dadurch erhalten werden, dass man für sino:; 
die betreffende Potenzreihe einsetzt. 

41) *u = ; ; für a? = wird m = Ä = 2. 

x — smx " 

Die mehrfache Differentiation kann umgangen werden durch 
Einführung der bezüglichen Reihen für e*, e"* und sina;. 

An\ 1 — sinaj + cosa? «.. i • ji n -i 

42) u = —r-^ ' ; für x=^^n wird u = ^=zl. 

^ sm2a; — cosx ' ^ ^ 

,o\ A sina? — Äjcosa? «.. r^ • j n i 

43) *u = r-ä ; für a; = wird u = i = i. 

^ sin^a; " ^ 

2 sin^ aj "*i~ sin x 1 

44) u = 7^-^-5 — -^-ö-: tt; für x = in wird w= J = — 3. 

^ 2sin2a; — 3sina? + l 

... sina; — cosaj + l «.. r^ • j o i 

45) u = ^ ■ ^ ; für a? = wird w = J = 1. 

sinaj + cosaj — 1 

46) w = r-5- ; für a; = wird u = ^=z^. 

cosaj.sin^a? 

.-V sin (a + ß) sin (a + ^) — sin ß ,smx 

4 ( j Ifc = ; j -— j r ; 

für x=^n — a — ß wird it=z^=z sin a. 

48) *ti = ^^^:^^4^; für ÄJ = wird te = J = l. 

a: — sin a; ' 

49) *M = i^V=-?I^; für a; = wird w = ^ = 4. 

aj^.cosa; 

^. ^_ tang (a + x) — tang (g — x) 

arc tang (a + «) — ^.rc tang (a—x)' 

für a? = wird u = i — 



cos^a 



51) ^.^ ^tang^ ^^ ^^Q ^^^ i^ = i-=l. 

Z tang 2 a; ^ 

rox a^sinaa; — J^sinia? -.. /^ • j n ^ — & 

52) u = -—. . . ■ ; f ur a? = wird m = ^ = =- 

^sin^ra?— -Ä^sinÄa? 5' — ä 

2 1 

53) H = -=: — 7 q- ; für a? = 1 wird ü = oo — ooizz — ^. 

a;^ — 1 a? — 1 



— 106 — 

X 1 

54) *w = -T — j-\ für a; =: 1 wird w = oo — oo = 4. 

X — 1 Ix ' 

55a) *t* = ~7 ; für aj=:0 wird m=oo — oo=0. 

smic a; 

55b) *xiz=z-r-^ -\ für a: = wird u = od — oozni. 

55c) *M = -r-ö « ; für ic = wird te = oo — oo =z oo. 

Slll3 X x^ 

55 d) Man bestimme den Erümmungsradias q = - 



da;« 
der durch die Gleichung y=:lb[-=-: k) dargestellten Kurve 

>S1I1 X X ' 

für den Punkt a? = 0, j/ = 5. 

Es ist für diesen Punkt (> ^= 1. 

In diesen vier Beispielen gelangt man am kürzesten zum 
Ziele, indem man für sina; die betreffende Reihe einsetzt und sin^a;, 
resp. sin^a; nach dem binomischen Lehrsatze entwickelt. Darnach 
erhält man z. B. im Falle der Aufgabe 55b) folgende Rechnung: 

^_1 \ _ x^ — %m^x _ ^ V^ 3!"^"7 _ 

sin'-^a: x'^ o^^sin^o; c,( x^ . V 

^(l_^ + ...; - ..(l_2^+...) ' 

Fasst man sämtliche Glieder, in welchen x in der 6ten und 
in höheren Potenzen vorkommt, in dem Zeichen (x^) zusammen, 
so kann man schreiben: 
x^ 

^~ x^ + {x^ ~l-\-{x^)' 
woraus für aj=i=0 folgt u^=^}. 



— 107 — 

56) *it = :i 7 ; für ic = 1 wird w = oo — od .= 4. 

Ix X — 1 



J 1^ 

2x^ 2a?taiigaj' 



57) *i«iz=^— 5 — ^-— ; füi' a; = wird m=ioo — qo = ^. 



T€ TV 

58) M = fl:.tangic — ^secic; für 0?=:^ wird i«=ao — 00= — 1. 

59) *w = T7T-1 — T ; für a; = wird m = 00 — 00 = 4. 

' Z (1 + ir) o; 

Durch Einführung der Eeihe für i (1 + a?) kann die mehr- 
fache Differentiation vermieden werden. 
x — 1 1 

^ö) *'^ = -2^'^ x(^ — iy ^ ^~^ ^"^ it = — 00 + 00 — ^. 

61) *ti = ^ ^ H — 7-«— — TT ; für 55=0 wird w=: — 00 + 00 =z-^ . 
Dies ist die Summe der Reihe: 



l+a;2 ' 4 + a;2 ^ 9 + x' 
und für ic = 0: 

TT TV TV 

62) w = -j ^ .^^ , ^. ; f ür oj = wird w = 00 — od = -5- ; 

u ist die Summe der Eeihe: 

12 + a;2 ^ 32 + a;2 ^ ö^ + x^ ^•••' 
für a;z=:0: 

-^ + ^ + - + . 

12 T^ 38 T^ 52 ^ • • • 

b3) *itz= ^—5 s T— ö;fura; = a 

a — X ba^ — ax^ — ^x^ 



wird w = 00 — OD =1= • 



13 



14 a 

Berücksichtigt man, dass 
5 «3 — ^ >;p2 — 4 ic* = (5 a^ + 5 öt ^ + 4 ä;2) (a — a?) , 
so genügt eine einfache Differentiation. 
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64) *u- -~^; für xr-O wird u — -!^^^0. 
' cotang X ^ 

65) M = — ; für 0?=:=: 00 wird tt = — = 00. 

66) tt =— ; für « = 00 wird tt = ^ = 0. 

67) M— f~' ; für a; = wird m = ^ = 1. 

cotang X °° 

68) *«t = ^; für a; = a wird tt = ^ = 0. 

' . nx <» 

cotang — 

Ua;— l)4-tang(a;-^) 

69) *« = ^; für a; = l wird u=:-^ = -2. 

cotang a; TT =o 

70) xi = {\—x).l{\ — x)\ für a;=l wird » = 0.00 = 0. 

>y»2 /»^ f CC 7X\ 4 

71) w = 2 — tangl — ^1; für a; = a wird ^ = 0.00=: — -. 

72) 11=^ {a — x) . tang (— ö-ji für a:; = a wird t^ =: . od ==— . 

f 7t \ Tt 

73) i^=i:taiig2a;. cotang I -^4-^); fürrczzi— wird t^=oo.O=i. 

74) M-=sec(ÄJ^)Z — ; füric = l wird tt=ao.O = — . 

75) ü = 2^ . tang -^ ; für a; = oo wird ii^i^cc . = a. 

76) zi = a;*.Zic; für a;=:0 wird, wenn n positiv ist, tiz=O.Qo=0. 
77a) M=Är^; für ic = wird t^=:0^ = l. 

77b) u=x'^\ für a; = wird, wenn m>0, u = 0^ — l und 

wenn w<0, u = 0^ ^0, 

78) w = ir^; für a; = oo wird t* = ooO=:l. 

79a) M = (1 + m o;)^; für a;= wird m = 1* = e*«. 

79b) w = (l + wic)^ **; für a; = wird M = l*=e«. 



— 109 — 

80) u = a?^"-^; für aj = 1 wird u -" 1* =: er^. 

81) ?.'=:( — j ; für a:=:0 wird ?e=:z:ocO — 1. 

82) j< = (2— — ) ''*^; für x--a wird m-I" =e^. 

/ ^ \ tang 

83) *u = [l——) "; für a: = a wird H = 00 = 1. 

/ 1 \tanga; 

84) u ■= ( — 1 ; für X = wird i* = oo o itt: 1. 



m« 



85) *t6 — (coswic)**"''*^; für x = wird w=:l*=:e ^'** . 

[/jl \"lcotanga? 

tang(^— + aa;)J ; für a: = wird M = l*z=e^« 

87) u = f cos Y — j J für o; = 00 wird ti = e"~^ 



1 



88a) „ = (*?5i^)"; für « = wird M =!(&)" = 1* = 1. 
88b) „ = (*?5i^Y'; füra; = wird M = (J)-=r=e^ 



1 
— / , IUI j; — \j wiiu u — vtri — -»■ — " 

88c) M^r^^^^)**; füra;=rO wird « = (J)* = l- = oo. 

Am einfachsten gelangt man zu den in diesen drei Beispielen 
verlangten wahren Werten auf folgende Weise: 
Es ist 

X X \ ' d / 

und daher z. B. im FaUe der Aufgabe 88 b) 

«4+y+-) ' '«= h = V-=^+<-^)- 

Folglich wird für ic = OZw = |. also w = e^. 
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Die Bezeichnung (a?*), (x^) betreffend, vergleiche man die 
Bemerkung zu Aufgabe ööb). 
89) *w = a;'<i+*); für x = wird u = 0^ — l. 



90) M=rr~+*'*; füra: = wird M = 00 = e". 

91) *„ = [^LMj"; füra; = QO wird » = (^)"= O« = 1. 

92) w = Öl+^1.ZL?; für x=-~0 wird m:z= — — ; 
denn differentiiert man Zähler und Nenner einmal, so folgt 

l(i+.,i-'_a±4fflö=a+.F-'[i-ö±Ä(M]. 

Der wahre Wert des ersten Faktors für a;=^0 ist nach 
Aufgabe 79 b) gleich e. Setzt man nun für l{l-\'x) die Potenz- 
reihe ein und bildet das Produkt {1 -\-x)l{l-\- x) mit Vernach- 
lässigung aller Potenzen von Xy deren Exponent grösser als 2 ist, 
so ergibt sich leicht — | als Grenzwert des zweiten Faktors für 

a? = 0. Demnach wird für a? = w = ^ . 

93) f(x,y)=^y^ — a^ y^ + 2 a^ x^ — x^ — 0. 

Welchen Wert hat 4^ für ic = i/ = 0? 
dx ^ 

Wenn man auf die gewöhnliche Weise verfährt (nach § 10, 1), 

so erhält man -^ = -^^ — %^ . Dieser Ausdruck erscheint 
dx 2y^ — a^y 

unter der unbestimmten Form ^, weil für dieses Wertepaar 

a? = 0, v = sowohl -^ , als auch ^ , also auch d f den Wert 
^ dx Qy' ' 

NuU hat. 

Ist überhaupt f{a,h) = und (|^ =0, (|^ =0, so 

erhält man ^ durch Auflösung der Gleichung i-i-^) = 0, wenn 
nicht sämtliche Koeffizienten dieses Ausdrucks gleich Null sind. 
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Wären für a? = a, y = & sämtliche Koeffizienten von ij-^) = 0, 
so setze man (;p^) = u. s. w. 

Im vorliegenden Falle bestimmt sich also -^ aus der 

dx 

quadratischen Gleichung 

f^\ ^fd^f , 3V dy d'f(dyy\ ^ 

Wa;Vo,o ^x^ 9^02/ ^^ 92/"^ \dxJ K,o 

und zwar kann -^ die beiden Werte +a/2 haben. 

Die geometrische Interpretation ist folgende: Die Gleichung 
/'=0 stellt eine Kurve vierten Grades dar, für welche der 
Koordiaatenanfang ein Doppelpunkt ist. Die Tangenten in diesem 
Doppelpunkte sind gegeben durch die Beziehung 

3^ = tang a :^ + \/2 . 
dx ~ " 

In ähnlicher Weise verfahre man in den folgenden Beispielen: 

94) Wenn (y^ -\- axY=^x'^{a^ -\-2ax — x"^) ist, dann wird für 

x = und y = 0: ^ = ^ = ±1. 
(tx 

95) Wenn {y^ — x^)^ ^=ofi — "iaxy^ ist, dann wird für x=zO 

* d« ' -^2a 

96) Wenn / — 96 a^ yS _|- lOO a^x'^ — x^ = ist, dann wird für 

« = und y — 0: ^ = J = + 5VÄ- 
dx 

97) Wenn {x^ -\- y^^ = a^ {x^ — y^ ist, dann wird für a;=:0 
und,=:0:g = ^ = ±l. 

98) Wenn y'^{a — a;) = a;* ist, dann wird für a;=^0 und y=^0: 
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99) Wenn (a;* + y*)* = o' a; y ist, dann wird für a; = und 

100) Wenn y* + (a* + a;') y' ^ a* a;* ist, dann wird für a;— 
nnd y = 0: ^ = ^ = + 1. 

101) Wenn {x — y) {x^ + y^) ^^ « (^ + y)^ ist, dann wird für a; = 

102) Wenn (x^ + y^)^ — 6axy^ = ax^i2x — a) ist, dann wird 

für a; = und y — 0: p^ — ^ = oo. 

dx 



Kapitel Vll. 

Anwendung der Differentialrechnung auf die Bestimmung 
der Maxima und Minima der Funktionen. 



§ 18. Allgemeine Sätze und Regeln. 

A. Absolute Maxima und Minima. 

a) Explizite Funktionen eines Argumentes. Verstellt 
man unter f{x) eine Funktion, welche nebst ihrer ersten Ableitung 
in dem Intervalle von xi bis x^ endlich, stetig und eindeutig ist, 
so gelten, den Gang dieser Funktion betreffend, folgende Sätze: 

1) In der Nähe eines jeden Wertes x^ innerhalb des be- 
trachteten Intervalles, für welchen f {x^^) g ist, gibt es sowohl 
solche Werte des Argumentes, für welche die Funktion f{x) grössere, 
als auch solche, für welche sie kleinere Werte annimmt, als für xq. 

2) Wenn die Funktion f{x) an beiden Grenzen des Inter- 
valles xi X2 denselben Wert besitzt, so gibt es innerhalb dieses 
Intervalles wenigstens einen Wert von a:, für welchen die erste 
Ableitung f{x) verschwindet. 

3) Wenn die erste Ableitung der Funktion f{x) innerhalb 
des betrachteten Intervalles ihr Zeichen nicht wechselt, so ist der 
Wert der Funktion an der oberen Grenze des Intervalles grösser 
oder kleiner als an der unteren, je nachdem f {x)y allgemein zu 
reden, in dem Intervalle positiv oder negativ ist, wobei nicht 
ausgeschlossen ist, dass f (x) für einzelne Werte gleich Null 
werden kann. 

4) Wenn die erste Ableitung der Funktion f{x) für irgend 
einen innerhalb des Intervalles xi x^ liegenden Argumentswert 
verschwindet und ihr Zeichen wechselt, so erreicht die Funktion 
für diesen Wert von x ein Maximum oder ein Minimum, je nach- 
dem /"(a?) mit wachsendem Argument von positiven zu negativen 
oder von negativen zu positiven Werten übergeht. Verschwindet 

Sohacke's Aofgabeniammlong. I. g 
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die erste Ableitung dagegen, ohne ihr Zeichen zu wechseln, so 
tritt für die Funktion f{x) weder ein Maximum, noch ein Mini- 
mum ein. 

Macht man noch die Voraussetzung, dass die Funktion /'(oi) 
Ableitungen aller Ordnungen besitze, welche in dem betrachteten 
Intervalle endlich, stetig und eindeutig sind, so erhält man zur 
Bestimmung derjenigen Werte von x, für welche ein Maximum 
oder Minimum der Funktion innerhalb des Intervalles eintreten 
kann, folgende Regel: Man setze f{x)=^Q und setze alle in dem 
betrachteten Intervalle liegenden Wurzeln dieser Gleichung auf. 
Hierauf berechne man für jeden dieser Werte von x den zuge- 
hörigen Wert von f" (x), wenn dieser gleich Null ist, den Wert 
von f"{x) und wenn auch dieser gleich Null ist, den Wert von 
f^^ (x) u. s. f. Zur Entscheidung, ob ein Maximum oder Minimum 
oder keines von beiden eintritt, gilt dann der Satz: Ist die erste 
für x = a nicht verschwindende Ableitung von ungerader Ordnung, 
so tritt weder ein Maximum, noch ein Minimum ein; ist die erste 
für x=^a nicht verschwindende Ableitung von gerader Ordnung 
und positiv, so entspricht diesem Werte ein Minimum der Funk- 
tion; ist dagegen die erste nicht verschwindende Ableitung von 
gerader Ordnung und negativ, so entspricht diesem Werte ein 
Maximum der Funktion. 

Anmerkung 1. Wenn die erste Ableitung f (x) ein Bruch, 

dy dz 

1/ cLx cL X 
etwa ^ , also f" (x) = s ist, so richtet sich das Vor- 
ig' z^ 

zeichen von /"' {x) nach demjenigen von - -^ . 

e dx 

Anmerkung 2. Ein Maximum oder Minimum einer Funk- 
tion kann aber auch auftreten für einen solchen speziellen Wert 
des Argumentes, welcher am Rande des betrachteten Intervalles 
liegt oder für welchen die früher gestellten Bedingungen, z. B. 
dass f (x) endlich und stetig sei, nicht erfüllt sind. Diese Fälle 
erfordern jedesmal eine besondere Untersuchung. 

b) Explizite Funktionen zweier Argumente. Es be- 
zeichne f{x,y) eine Funktion der beiden unabhängigen Veränder- 
lichen X und y, welche nebst ihren Ableitungen in dem Gebiete, 
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für welches der Gang dieser Funktion untersucht werden soll, 
endlich, stetig und eindeutig ist. Wenn die Werte a? = a, y=b 

den beiden Gleichungen 2-L^o und 2^ = genügen, so ent- 

0^ öy 

spricht diesem Wertepaar ein Maximum oder Minimum der Funk- 
tion f{x,y), je nachdem die vollständige Änderung dieser Funktion 
in der Umgebung von a? = a, y = 6 negativ oder positiv ausfällt. 



Setzt 



man der Kürze wegen 



= fi 



df_f hf_f h*f_f 
ä^~^'' dy~^" d^~^"* 

ü ^ — /i2> ^~9 — ^2» SO liefert der Taylor'sche Lehrsatz für 

^^oy oy 

die erwähnte vollständige Änderung, wenn man die Inkremente 
der Variablen x und y mit h und k bezeichnet 

/(a;+Ä,y+Ä)-Aa:,j/)=/iÄ+/2Ä + i(/iiÄ«+2/i2ÄÄ + A27a+i2. 
Da nach der Voraussetzung für x = a, y=^b die Grössen 
fi und ^2 verschwinden, so hängt das Vorzeichen der vollständigen 
Änderung von f{x,y) bei hinreichend kleinen h und k nur von 
dem Vorzeichen der Summe der Glieder zweiter Ordnung ab. 
Nun ist aber 

/llÄ2 + 2/i2ÄÄ + /'22Ä^ = /il(Ä+M + 



^21» /2 



22 



fn 



Ä^ 



und man erkennt leicht, dass das Vorzeichen der Summe dieser 
zwei Quadrate nur dann von den speziellen Werten h und k un- 

/ii» fi2 



abhängig ist, wenn die Funktionaldeterminante '}^' '}^ für das be- 

/21» /22 

trachtete Wertepaar einen positiven Wert hat. 

Die Funktion f{x,y) besitzt daher ein Maximum für die aus 
den Gleichungen /l = 0, ^2 = bestimmten Werte a; = a, y = &, 

fuy fl2 



wenn für diese Werte zugleich /ii < und 



^21» /a 



22 



>0, ein 



Minimum, wenn /ii>>Ound 



>0. 



fiv fu 

h\y /22 

Sollten die Glieder zweiter Ordnung für a; == a, y = 6 eben- 
falls verschwinden, so erfordert die Beantwortung der Frage nach 
dem Verhalten der Funktion in der Umgebung dieses Wertepaares 
in jedem besonderen Falle weitergehende Untersuchungen. Wenn 

8* 
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jedoch ans der AufgabesteUung ohne weiteres ersichtlich ist, dass 
in dem betrachteten Gebiete nur ein Maximum oder nur ein Mini- 
mum existieren kann, so werden diese meist mühsamen Unter- 
suchungen entbehrlich. Eine analoge Bemerkung gilt auch für 
das Folgende. 

c) Explizite Funktionen dreier Veränderlichen. Wenn 
für die Funktion fipc^y^z) der drei unabhängigen Veränderlichen 
Xj y, z dieselben Voraussetzungen bestehen, wie für die Funktion 
f{x,y) des vorhergehenden Falles, so liefert die Auflösung des 

Systems der drei Gleichungen 51. = 0, 9-^ = 0, fl^=:0 diejenigen 

0^ 02/ 0^ 

Wertesysteme von a?, y, -g', welche der Funktion /*(a;,j/, 2') ausge- 
zeichnete Werte erteilen. Aus dem Vorzeichen, welches die Summe 
der Glieder zweiter Ordnung der vollständigen Änderung von 
/*(a;, y, z) in der Umgebung einer so bestimmten Wertegruppe o;, y, z 
annimmt, kann im allgemeinen entschieden werden, welcher Art 
der auftretende ausgezeichnete Wert der Funktion ist. Bei ana- 
loger Bezeichnung wie im vorhergehenden Falle lautet die voll- 
ständige Änderung der Funktion unter der Voraussetzung, dass 
/i = 0, A = 0, /8 = sei: 
/•(a; + Ä, y + A, -? + — f{x, y, z) = 

Setzt man zur Abkürzung die Funktionaldeterminante 
flu fl2y fis 

/31» /32> /sa 
und die Unterdeterminante 1^^^' 'j^ 

!/21> /22 

Glieder zweiter Ordnung als Summe der drei Quadrate darstellen 

Ax^Ä4-^Ä+^zj + ^/Ä+ ^ 'l + dÄ^- 

\ 9/3« / Ö/ss 

Diese Summe kann, wie leicht zu zeigen, nur dann für be- 
liebige h, k, l ein bestimmtes Zeichen haben, wenn den Koeffi- 
zienten der drei Quadrate dasselbe Zeichen zukommt. Die Funktion 



= A 



= ^7^ , so lassen sich die 

0/33 
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fix^y^z) besitzt demnach für eine aus den Gleichungen ^i=0, 
/•g r=: 0, fz=^0 bestimmte Wertegruppe x, y, z ein Minimum, wenn 

die Funktionaldeterminante A > 0, die Unterdeterminante — =- > 

0/88 

und ihr Anfangsglied Ai > 0, ein Maximum, wenn A<0» 
|^>Ound/it<0. 

0/88 

d) Implizite Funktionen. Wenn eine implizite Funktion 
II von X durch die Gleichung f{u,o^-z=:{) gegeben ist, so muss für 

9 f (u, x) 

den Fall eines Maximums oder Minimums -r— = — \-Pr-—^ —■ 

ax Q f {u, X) 

Qu 

sein. Dieser Bedingung wird im allgemeinen genügt, wenn 

n f (u od) 

~ ^ ' = ist. Eliminiert man aus dieser und der Gleichung 

«^ 
f{uyx)=^0 die Grösse w, so erhält man eine Gleichung zur Be- 
stimmung derjenigen Werte von x, die zu einem Maximum oder 

Minimum von u gehören. -=— | reduziert sich für die genannten 

Cw X 

ÖV 

Werte von a? auf — ^^ . Es tritt also ein Maximum oder ein Mini- 
0/ 
Qu 

mum ein, je nachdem ^-^ mit S-I gleiches Zeichen hat oder nicht. 

QX QU 

B. Maxima und Minima mit Nebenbedingungen. 

Sei / (x, y, z,ty., .) eiue Funktion der {m + n) Veränder- 
lichen Xy y, z, t, . . . , zwischen denen noch die m Gleichungen 
9i fe y, z,t,...) = 0, g>i {x, yyZjty...) = 0, ...g)m {x, y,zj,...) = 
bestehen mögen. Mit Hülfe dieser m Bedingungsgleichungen lässt 
sich die Funktion f im allgemeinen auf eine Funktion F von n 
unabhängigen Veränderlichen zurückführen, für welche man nach 
den vorhergehenden Regeln die absoluten Maxima und Minima be- 
stimmen kann. Die n Gleichungen, die man hierbei erhält, indem 
man die nach den n unabhängigen Veränderlichen genommeneu 
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partiellen Ableitungen von F gleich Null setzt, liefern in Verbindung 
mit den m Bedingungsgleichungen 91 = 0, y« = 0, ... 9^ = ein 
System von (tn + w) Gleichungen, dessen Auflösung die Werte- 
gruppen von a?, yy z^ty . . . ergibt, welche die Funktion f zu einem 
relativen Maximum oder Minimum machen. 

Dieses Verfahren führt jedoch meist auf wenig übersichtliche 
Resultate und ist in allen den Fällen unanwendbar, wo die ange- 
deutete Elimination praktisch unmöglich ist. 

Einfacher gelangt man zum Ziele, wenn man statt der Ver- 
änderlichen selbst ihre Differentiale eliminiert. In dem System 
von {m + 1) Gleichungen, das man erhält, wenn man die Differen- 
tiale der {m + 1) Funktionen /*, yi, ^2» . . • SP*», genommen in Bezug 
auf alle darin vorkommenden Veränderlichen, gleich Null setzt, 
treten nämlich die Differentiale dxj dy, . . . linear auf, und man 
kann daher im allgemeinen m dieser Differentiale eliminieren. 
Hierdurch erhält man eine Gleichung, in welche nur n der Diffe- 
rentiale eingehen, die nun als von einander unabhängig zu be- 
trachten sind. Setzt man die Koeffizienten dieser Differentiale 
eüizeln gleich Null, so erhält man n Gleichungen, welche, zusammen- 
genommen mit den m Bedingungsgleichungen 91 = 0, ^2 = 0, 
. . . y„ = im allgemeinen die Bestimmung der Wertegruppen 
X, yy z,t, . . . gestatten, für welche die Funktion f Maximal- oder 
Minimalwerte erreicht. 

In den meisten Fällen ist jedoch die Methode der sogenannten 
unbestimmten Multiplikatoren dem soeben besprochenen Ver- 
fahren vorzuziehen. Diese Methode besteht darin, dass man nach 
Multiplikation einer jeden der Funktionen (pi, q>2y - • 9>n mit einem 
unbestimmten, konstanten Faktor X, fi, v, . . . n der Funktion f die 
Funktion F= f{x, y^z^t, , , .) — X(pi — fig>2 — v ^2 — • . . — ^ ^m 
substituiert, hierauf sämtliche partiellen Ableitungen erster Ord- 
nung dieser Funktion, genommen in Bezug auf die als von einander 
unabhängig betrachteten Variablen x, y, ^, ^, . . . gleich Null setzt 
und die m unbestimmten Multiplikatoren A, jia, r, ... tt so bestinmit, 
dass die m Gleichungen yi = 0, yg =: 0, . . . y^ = erfüllt sind. 
Hiernach wird die Aufsuchung der relativen Maxima und Minima 
der Funktion f zurückgefühil; auf die Bestimmung der absoluten 
Maxima und Minima der Funktion F^ Die (m -f- n) Gleichungen 
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Qx Qx Qx Qx "' Qa? ' 

dF_bf i9yi „9^2 „9ym__^ 

oy oy oy oy oy 

etc. 
in Verbindung mit den m Bedingungsgleichungen yi =0, ^2 = 0, 
... y^ — reichen im allgemeinen hin zur Bestimmung der 
(2 m + n) Grössen x, y, z,U . , , X, fx^v, . , . n, für welche die 
Funktion f Maximal- oder Minimalwerte erlangt. 

In vielen Fällen wird es sich hierbei empfehlen, die Multi- 
plikatoren so lange als möglich in der Rechnung beizubehalten, 
für dieselben besondere Gleichungen aufzustellen, welche sie allein 
enthalten und die ünbekajinten x, y, z.t, . . . durch die Multipli- 
katoren auszudrücken. Häufig führt auch die Interpretation der 

Gleichungen ^— = etc. zu übersichtlicheren Resultaten, als die 

QX 

wirkliche Ausrechnung aller Grössen rr, y, z,ty . . . A, u, v, . . ,n, 

Anmerkung 1. Methoden zur Entscheidung, ob in einem 
gegebenen Falle ein relatives Maximum oder Minimum oder keines 
von beiden auftritt, findet man in der Abhandlung von Richelot: 
Bemerkungen zur Theorie der Maxima und Minima. Astronomische 
Nachrichten von Schumacher, Bd. 48, Seite 274—286. 

Anmerkung 2. Es bedarf wohl kaum der Erinnerung, dass 
bei denjenigen unter den folgenden Aufgaben, welche sich dazu 
eignen, die Anfertigung einer mehr oder weniger sorgfältigen Skizze 
sehr dazu beitragen wird, den Zusammenhang der in Betracht ge- 
zogenen Grössen besser zu übersehen. 

Anmerkung 3. Oft vereinfacht sich die Aufgabe, die 
Maxima oder Minima von w = /'(x) = a + i [9 {x)Y (d und b Kon- 
stanten, n>0) aufzusuchen, wenn man zunächst die Werte von 
X bestimmt, die v = 9 (x) zu einem solchen machen. Sie sind mit 
den gesuchten Werten identisch. 

Ist allgemein u=^^{(p (x)) = <V {z) zu einem Maximum oder 

Minimum zu machen, und bleibt ^— = — 7-^ in dem ganzen zu 

dz dz 

untersuchenden Intervalle 1) stets positiv oder 2) stets negativ, 
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so suche man die Maxima und Minima von z = (p(x) auf. Im 
Fall 1) entspricht einem Maximum resp. Minimum von z ein Maxi- 
mum oder Minimum von u, im Fall 2) ein Minimum oder Maximam. 



§ 21. Beispiele. 

1) u = ax — x^\ für x = jta wird u = ^a^ ein Max. 

2) u = 2x + 3y/{a — x)^\ füra?=a— 1 wirdti=2a+l ein Max. 

3) u = x{a — x)^\ für x = ia wird u = -^ ein Max. 

für ic = a wird w = ein Min. 

4) u = a!^ — 8ax^-\-22a^x^ — 2^a^x-^12a^', 

für x = a wird u = 3a^ ein Min., 
für a; = 2a wird w = 4a* ein Max., 
für a: = 3 a wird u = 3a^ ein Min. 

5) M = w + I V(2Äic — oj*)^; für a; = wird m = w ein Min., 

für ic = a wird w = w + | a^ V^ ^^ M*^' 
für a; = 2 a wird u = m ein Min. 

du 1 + 4 a;^ — 4 a;^ — x^ ^ , ^ 

da:~ (a:* — a:2 + l)2 —^,x-±i. 

Operieren wir zur Bestimmung des Zeichens von -z-^ wie 

CL X 

g /;p 16 a?* 6x^ 

§ 20. a) Anm. 1. angegeben, so ergibt sich — j-^ ^ , ^.^ , 

welches für a; = + 1 negativ und für a; = — 1 positiv wird. 

Durch Substitution in die oberste Gleichung finden wir, 
dass für 

a;= + l, u = + 2 ein Max., 

x = — 1, u = — 2 ein Min. 

du_ 2g* + 2a;« — a;« — 1 _^ 
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_ l + \/5 _ 1— Vö _ 1 + V5 

1 — V5 



a;i= — 2 — , ^»2 = — ö — ^i Ä^s" 



X4^ 



Verfahren wir, wie in der vorigen Aufgabe, so finden wir, 

cPu 
dass das Zeichen von -r—g abhängt von 4x^-\-2x — 3x^. 
d X 

Dieser Ausdruck wird negativ für xi und a^, positiv für 
x^ und x^. Es wird demnach m = + ^ ein Maximum für xu 
uz=i-\-\ ein Maximum für a?2, w = — i ein Minimum für x^ und 
endlich m = — i ein Minimum für x^. 

{x 4- 3)3 
^) w = / — r~ö^5 für 0?= wird m = V^ ein Min., 
[X -\- ^r 

für x = — 3 wird m = weder ein Min., noch ein Max. 

9) u=x\/ax — x^\ für x = la wird m = — :r^— ein Max. 

10) u = x^\/4:a^—x^\ für a; = + 2a\/| wird u=^^-a^^ ein Max., 
für a? = wird te = ein Min. 



11) M = ^ \ o a ; für x = a wird u = a\^2 ein Min., 

für ic = — a wird u = — a \/2 ein Max. 

12) u = a{x — 6)*; für aj = 6 wird ti = ein Min., wenn a > 0, 

ein Max., wenn a<CO. 

13) u = x^ — bax^ + ba^x^-^ a^\ 

für a? = a wird u = 2a^ ein Max., 

für Ä = 3a wird u = — 26 a^ ein Min., 

für 35 = wird u = a^ weder ein Min., noch ein Max. 

14) u = {x — 1)(2 — a?)2; für a? = 2 wird ti = ein Min., 

für x = i wird u = ^ ein Max. 

15) u = x^ — 7x^-\-16x^ — Sx^ — 16x + lG; 

füra?=2, wzriO Min., 
für x = -l w = VtVi^ Max. 
16) au^- u^x^ -}-x^ = 0; füra? = + 2a\/2 wird w = 4a ein Min, 
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17) ti^ — 2mxu + x^ — a^ = 0; 

... , ma . , I öt . (Max. 

für x= + - -- wird u = + , ein { . 

~y/l — m^ ~y/l — m^ IMin. 

18) w = ar^: für x = — wird u = \/e-^ ein Min. 

e 

19) w = e* . cos 2x; für a; = i arc tang i wird 

u = |v5 e" "^ ein Max. 

20) u^ — ia^-ux-{-x^=0; x = ±ay3, M=±aV27 Max. o. Min. 

21) u = x^ — fix^ + ^x^ + 9x^ — 12x-i-^; für a; = — 2 wird 

u = ein Min., x = — 1, u = 16 ein Max., x^l 
w = ein Min. 

22) n = afi'\']x'^ — ^x^-ix^-\-Gx^ + x^ — ^x^ — x] 

für x = — 1 wird u ein Min., für x = — i ein Max., 
für 0? = + 1 ein Min. 

23) M = |ir7 — fx^ + V-a^« — 12 a:; 

für a; = — 2, — 1 und + \/3 wird u ein Max., 
für a; = — \/3 , + 1 und + 2 ein Min. 

24) zfc3 — 3aux-{-x^^=0. Ist a>0, so ist 

1) für a? = a \/2, u ein Max. = a yfi, 

2) für a; = 0, ti ein Min. = 0. 

25) ii = l — j; für a; = — wird u = \e'' ) ein Min. oder Max., 

je nachdem a^O. 

26a) Au'^ + 2Bxu-\'Cx^-\'2Du + 2Ex-\-F=0\ 

... _ BD—AE B /{BD—AE)^—{B^—AC){D^^^ 
tura;— jg2_AC -B^—AC^ IC 



. , _ CD—BE _ C , /{BD—AE)^—{B^—AC){D^-AF) 
wird ^-52_j[(7+j52_^cV Je ^ 

respektive für das obere Zeichen ein Max., für das 
untere ein Min. 

26 b) w = a;3 + a? + l. Es gibt keinen Wert für x, der u zu 
einem Max. oder Min. macht. 
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26c) u = x^ -}- ax'^ -{- bx -\- c. Für x =■ — i a + y/ia^— ih 
wird ii = ^^a^ — i ab -\- c + ^b yj\ a^ — i 6 zu einem 
Max. oder Min., wenn a^ >> 3 6 ist; ist dagegen a* = 3 6, 

so tritt für a; = — ^ weder ein Max., noch ein Min. ein. 

26d) w = 4a:5 + 5ar^ — eOrr^+llOa:« — 80a; + l; 

für a; = 1 wird w ein Min., für a; = — 4 ein Max. 

26e) w = (a? — (i)^{x — ß)^\ für x=^a wird w = ein Max. oder 
Min., je nachdem ag/9; für a; = /9 gibt es weder ein 
Max. noch ein Min. ; für a: = i(5a4-4/9) endlich wird 

M = 4* . 55 f — ^J ein Min. oder Max., je nachdem 

a%ß ist. 

27a) u = 7— ; für a; = e, wird ii=^e ein Min. 

5^1 

27b) u = yllx\ für a; = 6,831 . . . wird w = Vi »7632 . .. = 1,102 ... 
ein Max. 

28) e* = sin"'(a:).sin*(a— x); für a;=ia+i.arcsin(^^-^sina) 

\m-\-n / 

wird u ein Max. 

29) M=:sina;. cos2a;; 

für a? = (2 Ä + 7) ^ wird u = — 1 ein Min.,*) 

für a; = (2 A — ^)n wird u = + 1 ein Max., 

für a? = 2A7ir + arcsin\/f wird w = | \/6 ein Max., 

für a; = 2 A TT — arc sin \i^ wird w = — ^ \/6 ein Min. 

30) H = sin w a? . sin" (a + x)\ 

unter der Voraussetzung, dass o<7r ist, wird für 

x = — i-TT, M = sin — r-TT (TT — a)l sin — -rr-) emMax. 
n + 1 n + 1 ^ n+1/ 

31a) ?t=iicosa;. sin^a;; füra; = Ä/r wirdw = und zwar ein Min., 

wenn A gerade, und ein Max., wenn A ungerade ist; 

für a; = + arc sin vT wird m = | vT ©in Max. 

*) Hier und in dem Folgenden bedeutet h eine beliebige ganze Zahl. 
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31 b) w = siu X . cos (« — x); für a; = i a + 1(2 A + 1) ^r wird 

iiz=i ^ . [sin ß + ( — 1)*] ein Max., wenn h gerade, und 
ein Min., wenn h ungerade ist. 

32 a) M = c* . sin (a: — «); für a; = a + (ä + 1) tt wird, je nachdem 
h gerade oder ungerade ist, u = ( — 1)* . \/| . e«-H*+iJ* 
ein Max. oder Min. 

32 b) li = -r— 7 r- ; für x = a4- (hA- i)n wird, je nachdem h 

gerade oder ungerade ist, w = (— 1)* ^2 . e«+(M-i)« ein 
Min. oder Max. 

33a) ?t = cosa; + cos2a; + cosSic. Für x = und allgemein 
x = 2hn wird m = 3 ein Max. ; für a? = tt und all- 
gemein a; = (2Ä + l)7r wird m = — 1 ein Min.; für 

^, , — l+V? . , — 17 + 7v/7 . fMin, 
a;z=i2Ä7r+arccos =^^ wird u= ^ ^ ^"^ livf 

33b) u = tang**a:. tang*(a — x); 

für X = i a + i arctangl — | — tanga) wird u ein Max. 

34a) Aufg. Es seien gegeben die Gleichungen 

a'^ + b^ — x^ — y^ + 2 ax + 2 by — 2^ = 0, 
a2a;2_j2y2_2a3a; + 263y + (a2 — 62)^ = 0; 

es soll das Max. für z gefunden werden. 

Lös. z wird ein Max. = «^ _^ j2 j^ a? = a, y = b. 

34 b) Aufg. Das Max. oder Min. von z zu bestimmen, wenn 
x^ + y^ — 6x — 8y + 2b — 2z = 0y 
16x^ — 9y^ — 96x'j-72y — lz = 0. 
Lös. Für a; = 3, y = 4 wird ;8' = zu einem Min. 
35a) Aufg. Für welche Werte von x und y wird 

u = x^-\- xy-^y^ — mx — ny 
zu einem Max. oder Min.? 

Lös. Für x = i(2m — n)y y = i{2n — m) wird 
t* = — i (m^ — mn-{- n^) 
ein Min. 
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35 b) Aufg. Für welche Werte von x und y wird 

ti = a*a?^ + 26a?y + ^^y^ — ^^ — 9y 
zu einem Max. oder Min.? 

Lös- Für x=^ ^l^-^\^ , y = ^%tjll, ^ wird, wenn 

(]^(?^})^ ist, n zu einem Min. 

35c) Aufg. Für welche Werte von x^ y, z wird n = sin x sin y sin jg- 
ein Max., wenn x-\- y -\- z^^n^i 

Lös. Es wird cotang a; = cotang y = cotang ^ oder 

x=:^y=^z=.-Tr, und daher ist das Max. von m = | \/S. 
o 

36a) Aufg. Für welche Werte von x und y wird 

1^ z=: 1^ üj 2/ -|- (47 — a? — y) f -^ + "f") ^^^ ^*^^' ^^®^ Min.? 
Lös. Für ä; = 21, 2/ = 20 wird w = 282 ein Max. 

36 b) Aufg. Man bestimme den grössten und kleinsten Wert, 
welchen die Funktion f=x^-\-4:y'^-{-3z^ annehmen kann, wenn 
zwischen den Veränderlichen x^ y, z die Gleichungen 

y = it;2 + y24--^2 — 49 = und 

^>=^X'\-\y-\-\z =0 bestehen. 

Lös. Führt man die unbestimmten Multiplikatoren A und 

2ju ein, so hat man das absolute Max. und Min. der Funktion 

-F=/* — "ktp — 2jiAV^ aufzusuchen. Die Werte der unbekannten 

Grössen x, y, z, X und ju bestimmen sich aus den Gleichungen 





= 0, 9> = 


= und 


^ = 0. Es ergibt sich 


X i. 


a; 


y 


f 


1) 4- V- _^ ^ 

2) + ¥ - ¥ 


— 2 

+ 2 


+ 6 
— 6 


~ 1 } + 175 (Max.) 


3) + Y + ¥ 

4) + V- - V- 


— 3 

+ 3 


+ 2 
— 2 


+ g } + 133 (Min.) 


36c) Aufg. Man führe 


die analogen Rechnungen durch für die 


Funktion f= oj« — y«, 


wenn 





y = »2 + y2 -^ ^2 _ 9 = und 
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Lös. X (i X y z f 

1) +i +i +2 -1 -2 1,3.5,^. 

2) +i -I -2 +1 +2} + ^(^*^) 

3) -i +i +1 -2 +2)_3,j^. 

4) - i - t - 1 +2 - 2 I ^ ^*^°-^ 
36 d) Aufg. Man löse dieselbe Aufgabe für 

/*= 2 y^ + ^^ wenn 
y = ic^ + y2 ^ ^2 — 9 = und 

Lös. l II X y z f 

1) +^^ -' -^ +^ -M 4- 12 (Max) 

^> +^ ^ -2 +1 -M + 6(Min) 

4) +1 -f +2 -1 +2/^^ ^^'""-^ 

37) Aufg. Eine gerade Linie a in zwei solche Teile zu teilen, 
dass das Rechteck aus beiden Teilen ein Max. sei. 

Lös. Die Linie niuss halbiert werden. 

38) Aufg. Aus zwei gegebenen Seiten das an Flächeninhalt 
grösste Dreieck zu bilden. 

Lös. Der eingeschlossene Winkel muss ein Rechter sein. 

39) Aufg. Unter allen Dreiecken, die auf einerlei Grundlinie g 
stehen und gleichen Umfang u haben, das an Flächeninhalt grösste 
zu finden. 

Lös. Sei X die zweite Seite des Dreiecks, so ist bekannt- 
lich der Inhalt desselben: 

1= i ylu{u — 2g){u — 2x){2g-\'2x-^) . 
I wird ein Max., wenn (w — 2 a;) (2 ^r + 2 a; — v) ein Max. 
wird. Hieraus ergibt sich als Resultat, dass der Inhalt ein Max. 
wird, wenn man über g ein gleichschenkliges Dreieck mit |(u — g) 
beschreibt. 

40) Aufg. Unter allen Dreiecken, welche eine Seite s und den 
Gegenwinkel a gleich haben, dasjenige zu finden, welches den 
grössten Inhalt hat. 

Lös. Bezeichnet x den zweiten Winkel, so ist der Inhalt 

des Dreiecks 1= ^r—- — . sin a: . sin (a4-x) = Max. 
2sina ^ ' ^ 
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Hieraus x = \{7t — a). Jeder der Seite $ anliegende Winkel 
ist =i2 — I a, das Dreieck ist also gleichschenklig. 

41) Aufg. Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel a und 
die Summe der einschliessenden Seiten =2^ haben, das grösste 
zu finden. 

Lös. Jede der beiden einschliessenden Seiten ist =^s. 

42) Aufg. In den Seiten eines gegebenen gleichseitigen Dreiecks 
drei solche Punkte zu finden, dass die Verbindungslinien derselben 
wieder ein gleichseitiges Dreieck bilden und zwar das kleinst- 
mögüche. 

Lös. Das neue Dreieck wird ein Min., wenn die Summe der 
übrigen drei Dreiecke ein Max. wird. Diese stehen aber der An- 
forderung gemäss auf gleichen Grundlinien (den Seiten des neuen 
Dreiecks) und haben denselben Gegenwinkel = | JS, also ist jedes 
nach Aufg. 40 ein Max., wenn jeder an der Grundlinie liegende 
Winkel 1 R — } B =^ ^ B wird, d. h. wenn auch sie gleich- 
seitig sind. 

Es entsteht also das kleinstmögliche Dreieck durch die Ver- 
bindung der Mitten der Seiten. 

43) Aufg. Unter allen Parallelogrammen mit einem gegebanen 
Winkel, die man in ein gegebenes Dreieck so ^k 
emschreiben kann, dass eine Seite des Parallele- y^l\ 
gramms in eine Seite des Dreiecks und die y- — ^/\ 
beiden anderen Ecken des Parallelogramms in y^/^ \ / \ 

die beiden anderen Seiten des Dreiecks fallen, ^...S-:z:f:iiv::':J. ) 

das grösste zu finden. 

Lös. Wenn a die Grundlinie, h die Höhe des Dreiecks, 
X die Grundlinie des Parallelogramms (ein Teil von a), so ist die 

Höhe des letzteren — ^^ und sein Inhalt 

a 

h{a — x) . j . nr .. / N 

u = — ^^ X wird ein Max. mit (a — x) x, 

wenn x=y^' 

Das Parallelogramm wird mithin ein Max., wenn seine Grund- 
linie die Hälfte der Grundlinie des Dreiecks und seine Höhe gleich 
der halben Dreieckshöhe ist. 
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44) Aufg. Das grösstmOgliche Dreieck mit einem gegebenen 
Winkel in ein gegebenes Dreieck so einzutragen, dass eine Seite 
des ersten parallel mit einer Seite des letzteren geht. (cf. Figur 
auf pag. 127.) 

Lös. Der Inhalt des verlangten Dreiecks ist offenbar die 
Hälfte des in der vorigen Aufgabe erwähnten Parallelogramms; 
die Bedingungen für die Max. beider Figuren sind also dieselben, 
und man zieht daher in der halben Höhe des Dreiecks eine 
Parallele mit der Grundlinie und beschreibt über dieser Parallelen 
ein Dreieck, welches den gegebenen Winkel entweder als anliegen- 
den oder gegenüberliegenden enthält, und dessen dritte Ecke in 
der Grundlinie liegt. 

45) Aufg. In dem einen Schenkel eines gegebenen Winkels C 
sind zwei Punkte A und B durch ihre Entfernungen a und h von 

dem Scheitel des Winkels gegeben; man soll 

in dem anderen Schenkel ein solchen Punkt D 

» finden, dass die von ihm nach den beiden ge- 

'S-— "••"•^ — ü gebenen Punkten A und B gezogenen Linien 

den grösstmöglichen Winkel ABB einschliessen. 

Lös. Bezeichnet man CD mit Xy so ist: 

^ r^ A asinC . ^T^Tl ftsinC 

tamgC DA = 7^, tamgCD B = r 7,, 

^ X — acosC ^ x — bcx)sC 

^ADB = CDB—CDA = M8iX,, 

. . r^n Q> — a)xsiaC 

^°g-^^^^^ -(a + ^)^cosC+a6 ' 

wenn x = ^äbf f"{x) wird negativ. Der Winkel wird also ein 
Max., wenn die Entfernung des gesuchten Punktes von dem Scheitel 
des gegebenen Winkels die mittlere Proportionale zwischen fl 
und h ist. 

Leicht kann geometrisch nachgewiesen werden, dass der 
Punkt D der Berührungspunkt eines durch die Punkte J. und 5 
gehenden und den zweiten Schenkel des gegebenen Winkels be- 
rührenden Kreises sein muss. Entsprechend den beiden Vorzeiclien 
von yja h gibt es zwei solcher Kreise, deren Berührungspunkte zu 
verschiedenen Seiten des Punktes C liegen. 
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46) Aufg. Wenn in einer von zwei parallelen Linien zwei 
Punkte A und B in einer Distanz = d ge- 
geben sind, so soll man in der anderen >A, 

Parallelen einen solchen Punkt C finden, y^ ^\ 

dass die von ihm nach den beiden ersten ^y^ ^ j \g 

Punkten gezogenen Geraden den grösstmög- ^ ^ ^'^ 

liehen Winkel einschliessen. 

Lös. Sei a das Lot vom Scheitelpunkte C des Winkels {y) 
auf die Gerade AB, x der Abstand des Fusspunktes dieses Lotes 
von dem gegebenen Punkte Ay so ist 

Der Winkel y wird ein Max., wenn x=^^d ist. Man er- 
richtet daher in der Mitte von A J? ein Lot auf AB] der Durch- 
schnittspunkt mit der anderen Parallelen ist der gesuchte. 

47) Aufg. Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel = 2 a 
und denselben Umfang = 2 ^ haben, dasjenige zu finden, welches 
den grössten Inhalt hat. 

Lös. Bezeichnen A^ JB, C die Winkel, a, 6, c die gegenüber- 
liegenden Seiten eines Dreiecks ABC, so wird dessen Inhalt u 
ausgedrückt durch die Formel 

«^ A^ B^ C 
u = s^ tang Y tang y tang y . 

Bezeichnet man mit 2x den zweiten Winkel des Dreiecks, 
so ist 

u = s^ tang a tang x cotang (a -f- x}. 

Dies wird ein Max., wenn 

sin 2 (g + ^) — sin 2 a; _ ^ 
2cos*a;sin2(a-|-a;) 

und 

cos 2 (a + x) — cos 2 a: 

negativ wird. 

Hieraus erhält man 2x=^R — «; also wird auch der dritte 

Winkel = R — a und jede der den Winkel 2 a einschüessenden 

, ., 8 ^, ..f. 1. j ci «x 2«.sina 

Seiten = :r-i — = — » die gegenuberhegende Seite == zr—i — : — • 
1+sina ®® ^ l + sin« 

Solincke's AiifgAb«nfammlaii|r. l, 9 
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48) Auf g. unter allen Dreiecken, welche einen Winkel = 2a 
und denselben Flächeninhalt = u haben, dasjenige zu"^ finden, 
welches den kleinsten Umfang hat. 

Lös. Wenn die Bezeichnungen dieselben bleiben, wie in der 
vorigen Aufgabe, so haben wir 

2_ u 

tang a . tang x . cotang (a-^-x)' 
Die Grösse s wird ein Min., wenn x=\{B — a) wird. Jede 
der den Winkel 2 a einschliessenden Seiten ist = u ^2 cosec 2 a 
und die gegenüberliegende Seite = 2 w \/tängä . 

49) Aufg. Unter allen Dreiecken, welche dieselbe Höhe=:Ä 
und denselben Umfang = 28 haben, dasjenige zu finden, welches 
den grössten Flächeninhalt hat. 

Lös. Bezeichnen wir mit y die zu h gehörige und mit x 
eine anliegende Seite, mit u den Flächeninhalt, so ist 

1) u« = -^-^ = g(s ^y)(s — x)(y + x — s)... 

Aus der ersten Gleichung folgt, dass u offenbar ein Max., 
wenn y ein Max., aus der zweiten, wenn 

{s — y){s — x)(y + x — s) = (p {x, y) 
gesetzt wird, 

o\ ^V— ß9.^9\_ iß — y){28 — 2x — y) _^ 
^ dx~ \dx'^yJ~{s — x){2y--28 + x)~' 
wenn y = 2{8 — x) . . . 
Diesen Wert für y in 1) gesetzt, erhalten wir 
(s — x)^h^ — s {8 — x)^ (2 X — s) = 0. 
{8 — x)^h^ — 2x8 + 8^) = 0. 

h^ + 8^ 
Eine Wurzel dieser Gleichung ist x = — ^ — ; hieraus folgt 

^2 ^2 ^2J_^2 

y = . Die dritte Seite ist = 2s — rr— i/ = — ? — i also 

^8 ^ 28 ' 

ist das Dreieck gleichschenklig. 

50) Aufg. Unter allen Dreiecken, welche dieselbe Höhe = h und 
denselben Flächeninhalt = / haben, dasjenige zu finden, welches 
den kleinsten Umfang hat. 
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Lös. Mit / und h ist auch die zu h gehörige Grundlinie 

27 

— = a gegeben; bezeichnet nun y den halben Umfang und x eine 

zweite Seite des Dreiecks, so ist 



1) I=ylyiy — o){y — x){a'\'X — y) = yl9{x,y)... 

Führen wir 2) in 1) ein und quadrieren, so erhalten wir 
16 ~ 4 ' 



x = -.yfP^\ni^. 

Aus 2) folgt, dass y = a? + i «> das Dreieck also gleich- 
schenklig ist über a. 

21 
' Der Umfang wird also ein Min., wenn man über ~r-- mit 

n 

y . V-f * + Ä* ein gleichschenkliges Dreieck beschreibt. 

51) Aufg. In einen gegebenen Kreis einen gegebenen Winkel 
so als Peripheriewinkel einzutragen, dass der von seinen Schenkeln 
und dem zwischenliegenden Bogen begrenzte Flächenraum ein 
Max. wird. 

Lös. Mit gegebenem Kreise und gegebenem Peripheriewinkel 
sind Sehne und Bogen zu diesem Winkel konstant. Der Wert des 
fraglichen Inhalts richtet sich daher nur nach dem Inhalt des- 
jenigen Dreiecks, welches über der konstanten Sehne beschrieben 
wird. Dasselbe wird aber nach Aufg. 40 ein Max., wenn es 
gleichschenklig ist. 

Der Winkel muss also so eingetragen werden, dass der nach 
seinem Scheitel gezogene Eadius ihn halbiert. 

52) Aufg. In einen gegebenen Kreis einen gegebenen Winkel 
so als Peripheriewinkel einzutragen, dass der Umfang der von 
seinen Schenkeln und dem zwischenliegenden Bogen begrenzten 
Fläche ein Max. werde. 

Lös, Der Winkel muss so eingetragen werden, dass der 
nach seinem Scheitel gezogene Badius ihn halbiert, 

9* 
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63) Aufg. Unter allen Ereisaosschnitten von gleichem umfang 
= 2 ^ die bestimmenden Stücke desjenigen zn finden, welcher den 
grössten Flächeninhalt hat. 

Lös. Der Radins des gesuchten Kreises ist = -ö" > der zu- 
gehörige Bogen = 8 und der Winkel am Mittelpunkte in Graden 
ausgedrückt = »...vl — = 1140 35' 29,61" . . . 

64) Aufg. unter allen Kreisausschnitten von gleichem Flächen- 
inhalt = u^ denjenigen zu finden, der den kleinsten Umfang hat. 

Lös. Der Radius des gesuchten Kreises ist = Uy d. h. gleich 
der Seite eines Quadrats, welches den gegebenen Flächeninhalt 
angibt, und der Winkel am Mittelpunkte, in Oraden ausgedrückt 

= 3ÄSr: = l^*''36'29,61"... 

66) Aufg. Unter allen Kreisabschnitten von gleichem Umfang 
2 s denjenigen zu finden, welcher den grössten Flächeninhalt hat. 
Lös. Es ist ein ganzer Kreis mit dem Radius 

66) Aufg. Unter allen Kreisabschnitten von gleichem Flächen- 
inhalt = u^ denjenigen zu finden, welcher den kleinsten Um- 
fang hat. 

Lös. Es ist ein ganzer Kreis mit dem Radius 
u 



: = w. 0,66418., 



V3,14169 

67) Aufg. Unter allen Dreiecken, die einen gegebenen Winkel 
enthalten und einem gegebenen Kreise mit dem Radius r um- 
schrieben werden können, dasjenige zu finden, 
welches den grössten oder kleinsten Flächen- 
inhalt hat. 

Lös. Denkt man sich den gegebenen 
Winkel 2 a durch zwei Tangenten an den 
gegebenen Kreis gebildet und nennt die 
Winkel, welche die dritte Tangente mit diesen zwei Tangenten 
einschliesst, resp. 2 x und 2 y^ so besteht zwischen x und y die 
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Gleichung a? + y + a — 90^ = 0, und es wird die Fläche I des 
Dreiecks, I=r^ (cotang a -f cotang x + cotang y), ein Max., resp. 
Min. für x = y. Zieht man daher eine gerade Linie von dem 
Scheitel des Winkels durch den Mittelpunkt des Kreises, so sind 
die Durchschnittspunkte dieser Zentrallinie mit der Peripherie die 
Berührungspunkte der dritten Seiten der beiden sich ergebenden 
Dreiecke. In dem einen Falle (Min.) wird der Kreis alle drei 
Seiten des Dreiecks auf der inneren Seite berühren und liegt also 
ganz innerhalb des Dreiecks; in dem anderen Falle aber (Max.) 
berührt er eine Seite von aussen und die beiden anderen in ihren 
Verlängerungen. 

58) Aufg. Unter denselben Bedingungen, wie in der vorigen 
Aufgabe, soll das Dreieck mit dem grössten oder kleinsten Umfang 
gefunden werden. 

Lös. Es sind dieselben beiden Dreiecke wie vorhin. 

59) Aufg. Unter allen Vierecken mit einem gegebenen Winkel 
2 a, die einem gegebenen Kreise mit dem 
Badius r umschrieben sind und zugleich der 
Bedingung genügen, dass um dieselben ein 
Kreis beschrieben werden kann, das grösste 
und kleinste zu finden. 

Lös. Alle Vierecke, welche einem gegebenen Kreise um- 
schrieben sind und um welche sich zugleich ein Kreis beschreiben 
lässt, sind teils solche, deren Fläche ganz ausserhalb der Fläche 
des gegebenen Kreises liegt, teils solche, welche den gegebenen 
Kreis ganz umschliessen. Unter den ersteren gibt es ein grösstes, 
unter den letzteren ein kleinstes. Denkt man sich den gegebenen 
Winkel 2 a durch zwei Tangenten an den gegebenen Kreis ge- 
büdet, so erhält man das grösste Viereck, wenn man auf diesen 
Tangenten selbst von den Berührungspunkten an gerechnet rück- 
wärts den Radius aufträgt und von diesen so erhaltenen Punkten 
zwei neue Tangenten an den Kreis zieht; und das zweite, das 
kleinste Viereck erhält man, wenn man auf denselben ersten 
Tangenten auf ihren Verlängerungen von den Berührungspunkten 
an den Radius aufträgt und von diesen so erhaltenen Punkten 
Tangenten an den Kreis zieht. Bei dem letzten Viereck berührt 
der Kreis alle vier Seiten von innen, liegt also ganz innerhalb des 
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Vierecks; bei dem ersten dagegen berührt er zwei Seiten von aussen 
und alle in ihren Verlängerungen. Bei dem grössten Viereck sind 
je zwei Seiten respektive r (cotang a — 1) und r (tang a — 1), bei 
dem kleinsten dagegen r (cotang a -j- 1) und r (tang a -|- 1). 

Für die Rechnung wird am besten die Hälfte eines der 
beiden nicht bekannten Winkel als unabhängige Variable einge- 
führt, die beiden Winkel findet man je = 90o. 

60) Aufg. Unter allen Vierecken, welche zwei gegebene Winkel 
enthalten und einem gegebenen Kreise mit dem Radius r so um- 
schrieben sind, dass dieser ganz innerhalb liegt, das kleinste zu finden. 

Lös. Erster Fall. Wenn die beiden gegebenen Winkel 
2 a und 2 /? an einer Seite liegen, dann ergibt sich zunächst die 
Gleichheit der beiden anderen Winkel, und man erhält für die 
einzelnen Seiten folgende Ausdrücke: 

die Seite, welche zwischen 2 a und 2 /? liegt = -A — ^ J , 

sina . sinp 

die Seite, welche zunächst an 2Ä liegt = ^ , /^ ; IT- d > 

' ^ ^ cosHß + Äsiöi? 

die Seite, welche zunächst an 2 a liegt = ^ , ; ^ , ~ . , 

cos t (« + p) sm a 

die Seite, welche der ersten gegenüber liegt = 2 r tang f (c -f Ä- 

Zweiter Fall. Wenn die beiden gegebenen Winkel 2 a 

und 2 X sich diagonal gegenüber liegen, so sind die beiden anderen 

Winkel zunächst wieder einander gleich, und es werden die beiden 

Seiten, welche den Winkel 2 a einschliessen: 

rcosi(a — y) , ,. , rCOs|(a — y) 

= -; ^—-7 — r~ und die anderen = -: ^-7 — ~-r. 

sin a cos f (a -f- y) sm y cos t (a + y) 

In beiden Fällen empfiehlt es sich, die Hälfte eines der beiden 

nicht gegebenen Winkel als unabhängige Variable zu wählen. 

61) Aufg. In einer Seite BC eines gegebenen Dreiecks ABC 

^ ist ein Punkt B gegeben; man soll von diesem 

nach zwei zu findenden Punkten E und F in 
den beiden anderen Seiten A B und A C zwei 
Linien DE und DF, die einen gegebenen 
Winkel X einschliessen, so ziehen, dass das 
hierdurch entstandene Dreieck seinem Inhalte 
uaeb ein Minimum wird. 
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Lös. Bezeichnet man die beiden Stücke BD und DC der 
Seite BC roiX, m und n, die Winkel BD E und FD C mit x und 
y, so ist der Inhalt des Dreiecks DEF durch 

I mnsin JBsin Csin^ 
sin (2 iJ — a; — J?) sin (a; -f A — C) 

gegeben, der ein Min. wird, wenn der Nenner ein Max. ist. Hier- 
durch erhält man 2jB — 2x — J? — A + C=0, woraus y — a; = 
B — C folgt. Die Konstruktion ist hiemach folgende: Man fäUe 
von D auf die Seiten A B und A C Lote D My D Ny halbiere den 
Winkel MD N und trage zu beiden Seiten der Halbierungslinie 
D gleiche Winkel ODE und OD F=^X ab, wodurch man das 
verlangte Dreieck DEF erhalten wird. 

62) Aufg. In einer Ebene sind zwei parallele Linien gegeben, 
die von einer dritten unter rechten Winkeln geschnitten werden; 
ebenso ist ein Punkt in derselben Ebene 
gegeben. Es soll durch diesen eine solche 
die beiden Parallelen schneidende Gerade 
gezogen werden, dass das Produkt der 
Stücke, welche auf den Parallelen zwischen 
dieser neuen und der gegebenen schneiden- 
den Linie liegen, ein Max. sei. 

Lös. Die Abstände des gegebenen Punktes von den beiden 
Parallelen seien m und 7i, {m > n) ; der Abstand von der gegebenen 
schneidenden Linie sei h. Je nachdem der gegebene Punkt ent- 
weder innerhalb oder ausserhalb der Parallelen liegt, sind die 




verlangten Stucke \^ — und — 



Im ersteren Falle 



2m 2n 

werden die Stücke auf derselben Seite, im zweiten auf verschiede- 
nen Seiten der gegebenen Schneidenden liegen, und es wird in 
beiden Fällen von derjenigen Parallelen das grössere Stück ab- 
geschnitten, von welcher der gegebene Punkt am weitesten ent- 
fernt ist. 

63) Aufg. Wenn alles wie in der vorigen Aufgabe bleibt, so 
soU die gesuchte Linie so gezogen werden, dass die Summe der 
Quadrate der abgeschnittenen Stücke ein Min. werde. 
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Lös. Die abgeschnittenen Stücke sind: 

hm(m+n) , hnim + n) 
— ^^ — g^ und — g i~9 ' 

Die Lage der Stücke ist in Bezug auf die gegebene Schneidende 
dieselbe wie bei der vorigen Aufgabe; jedoch unterscheiden sich 
in beiden FftUen die gegenwärtigen Resultate von denen in der 
vorigen Aufgabe dadurch, dass hier auf derjenigen Parallelen 
das grössere Stück abgeschnitten wird, welcher der gegebene Punkt 
zunächst liegt. 

64) Auf g. unter den Vierecken, welche einen gegebenen Winkel 

2 a und einen gegebenen Umfang 2« haben 
und zugleich der Bedingung genügen, dass 
sowohl in als um dieselben ein Kreis be- 
schrieben werden könne, das grösste zu 
finden, 
■"-ß Lös. Bezeichnet man die Winkel 

des gesuchten Vierecks mit 2 a, 2 /?, 2 /, 2 J, den Badius des ein- 
geschriebenen Kreises mit r, so hat man infolge der Bedingungen 
der Aufgabe 

QAO ^ jt ono a ^ sin 2 «.sin 2/? 

Y = 90^ — a, ö=z 90*' — ß, r == -^ . — r— s — ; — . ^ ^ . 
' '^ 2sm2a-|-sm2/? 

Die Fläche des Vierecks /= r s wird also ein Max. für den- 
jenigen Wert der unabhängigen Veränderlichen ß, für welchen die 

Funktion — r-^ — , . ^ ^ einen grössten Wert annimmt, 
sin 2 a + sin 2 /? ^ 

Jede der beiden Seiten, die den Winkel 2 a einschliessen, ist 




, und jede der beiden anderen Seiten 



1-j-tanga' "^ 1 + cotanga 

Zieht man die Diagonale durch die Spitze des Winkels 2 a, so ent- 
steht auf jeder Seite dieser Diagonale ein rechtwinkliges Dreieck. 

65) Aufg. Unter allen Vierecken, welche zwei gegebene Dia- 
gonalen p und q haben und einem gegebenen Kreise mit dem 
Radius r eingeschrieben werden können, das grösste zu finden. 

Lös. Zuerst ergibt sich leicht, dass die beiden Diagonalen 
auf einander senkrecht stehen müssen. Nennt man femer 2 a 
einen Viereckswinkel, welcher der Diagonale p gegenübersteht und 
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2 ß den Winkel, der q gegenübersteht, so dass sin 2 a = ^ und 

m2ß=~y dann ergeben sich folgende Ausdrücke für die Seiten 

des Vierecks: 

die zwischen 2 a und 2 ß liegende =^ 2 r , cos (a -{- ß — \ K), 
die zunächst an 2 /? liegende = 2 r . sin (a — /? + i J^)» 

die zunächst an 2 a liegende = 2 ?• . sin (/? — « + i -ß)» 

die der ersten gegenüberliegende = 2 ?- . sin (a + i^ — i -B)- 
Anmerkung. Noch symmetrischer werden diese Ausdrücke, 
wenn man die Winkel des Vierecks der Reihe nach 2 a, 2/J, 2y, 2(y 
nennt, wo also 2y = 2jß — 2a und 2 rf= 2 JS — 2/? ist. Man 
erhält dann die Seite, 
welche zwischen 2 a und 2 ß liegt = 2 r . cos (a -|- i^ — \B)y 
2ß „ 2y „ = 2r.cos(/? + y-~ii2), 
2y „ 2S „ z=: 2r.cos(y + cr — iJÜ), 
2d „ 2a „ = 2r.cos(<r + a-ii2), 

66) Aufg. Unter allen Vierecken, welche dieselben Winkel 2 a, 
2ft 2y, 2S und denselben Umfang 2 s haben, das grösste oder 
klemste zu finden. 





Lös. Bezeichnet man die Eckpunkte des gesuchten Vierecks 
mit A, By C, D und zwar so, dass A B und B C den Winkel 2 /?, 
BC und CD den Winkel 2y u. s. w. einschliessen und setzt 
AB = x, BC=^y, CD=^z, DA^^fy so hat man die Funktion 
xysinB -{-ztsinD zu einem Max. oder Min. zu machen, während 
zwischen den Veränderlichen Xy y, Zy t die Bedingungsgleichungen 

a; — y cos B + ^ cos (A + D) — < cos JL = 0, 

ymiB-\- z sin (A + D) — < sin ^ = 0, 

x-\-y -]- ^'^^^=■^s 
bestehen. Wird noch die Grösse x — y '\' z — t=-2u gesetzt und 
u als unabhängige Veränderliche betrachtet, so findet man nach 
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einiger Rechuuügf w = als Bedingung für das Auftreten eines 
Max. oder Min. Das verlaugte Viereck muss daher einem Kreise 
umschrieben werden können. 

Anmerkung 1. Einen einfachen geometrischen Beweis dieses 
Satzes hat Steiner gegeben im Art. 43 der Abhandlung: Sur le 
maximum et le minimum des figures dans le plan etc. Crelle's 
Journal, Bd. XXIV. 

Wenn alle Ecken des Vierecks ausspringende sind, wenn 
also jeder Winkel kleiner als 2 i2 ist, so geben die folgenden Aus- 
drücke der Seiten ein Max., springt aber eine der Ecken ein 
(mehr als eine Ecke kann aber bekanntlich nicht einspringen), so 
geben dieselben Werte ein Min. Es werden nun die Seiten, welche 
zwischen 

o ^ o z> 1- « . sin y . sin J 

2 a und 2 ß hegen = . _ — , 

Vsin(a + y) . sin(a + rf) . sinO^-f /) • sin(/?-f (>) 

„ >, j o ,. 5 . sinrf. sin« 

2 ß und 2 y hegen = = , 

Vsin09+<r).sin(/9 + a).sin(y + (y).sin(y+ß) 

s .sma.smß 

Vsin(y + a) . sin(y + ß) , sin(rf + a) . sin(<J+/5?) 

s . sin /? . sin y 

\/sin((J+ /?) . sin(rf+ y) . sin(a + ß) • sin(a-f-)') 
Anmerkung 2. Diese Ausdrücke können einfacher und zwar 
mit rationalen Nennern dargestellt werden, verlieren aber dann die 
Symmetrie, welche jetzt, wenn man auf die jeder Seite anliegenden 
und gegenüberliegenden Winkel achtet, leicht zu erkennen ist 

67a) Aufg. Unter allen Paralleltrapezen, in welchen eine der 
parallelen Seiten gegeben ist und welche einem 
gegebenen Kreise mit dem Radius r eingeschrieben 
werden können, die grössteu zu finden. 

Lös. Denkt man sich die gegebene Seite ö 
als Sehne in den gegebenen Kreis eingetragen, so 
gibt es, wenn man nur positive Flächen zulässt, 
in jedem der entstehenden Kreisabschnitte ein grösstes Parallel- 
trapez, welches erhalten wird, wenn man den zugehörigen Bogen 
in drei gleiche Teile teilt und die Teilpunkte durch Gerade ver- 
bindet. Nennt man den der Sehne a entsprechenden Zentriwinkel 



2 y und 2 i liegen = 
2 d und 2 a liegen = 




-i^ 


»^\«7 


A\ 


F yh 


^ N 


nA B 
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2 a, ist also a = 2 r sin a, so wird jede der drei anderen Seiten 
im grösseren Kreisabschnitt = 2 r sin ^ (tt — a) und im kleineren 
= 2 r sin I a. Die Höhe des ersten Trapezes ist = 2 r cos (i ^ + i «) X 
X cos {\n — I a) und die des zweiten = 2 r . sin ^ a sin | a. 

Für die Rechnung ist es zweckmässig, den Zentriwinkel = 2 a?, 
welcher zu der Sehne gehört, die der gegebenen Sehne a parallel 
ist, als unabhängige Variable einzuführen. 

67b) Auf g. In ein gegebenes Kreissegment das grösste Rechteck 
einzuschreiben. 

Lös. Der Halbmesser des Kreises, 
M D = M Cy sei = r, die Entfernung der 
Sehne des Segmentes vom Mittelpunkte 
des Kreises, MF, sei = n. Die Grund- 
linie des gesuchten Rechtecks, AB, ist ^ 

V2 r« — i n2 + n V2 r» + f^ . Für n = 0, ist AB = r^2. 

67 c) Aufg. Aus 4 Seiten a, &, c, d ein Viereck von grösstmög- 
lichem Inhalt zu konstruieren. 

Lös. Nennt man den Winkel, der von den Seiten a und d 
gebildet wird, x und den gegenüberliegenden y, so besteht die 
Bedingung a^ -{-d^ — 2adcosx = b^ -\- c^ — 2bc cos y, und der 
Inhalt des Vierecks wird ein Max., wenn x + y=^2Ej d. h. wenn 
das Viereck ein Kreisviereck ist.*) 

68) Aufg. Über dem Durchmesser eines gegebenen Halbkreises 
sollen zwei sich berührende Halbkreise ^«„s»^ 

und über diesen ein ganzer Kreis be- ^^l|jHB!^^ 
schrieben werden, welcher die drei Halb- ^^^^«^ ,./f g^ 
kreise berührt. Es sollen die Radien der A \ 3^v>W^ 

drei neuen Kreise der Bedingung gemäss [ y'K/ T \ \ 

bestimmt werden, dass der Flächenraum, ^ ^ ^ 

welcher übrig bleibt, wenn man die Flächen der gesuchten Halb- 
kreise und des ganzen Kreises von der Fläche des gegebenen 
Halbkreises abzieht, ein Max. oder ein Min. werde. 



*) Über die Konstruktion eines solchen Vierecks vergleiche man Heis 
und Eschweiler, Lehrbuch der Geometrie, 1. Teil. Kap. XI. 25. Über 
Maxima und Minima in der Planimetrie vergleiche man 1. Teil Kap. XII. 
und über die der Stereometrie 2. Teil. Anhang IX. desselben Lehrbuchs. 
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Lös. Nennt man den Mittelpunkt des gegebenen Halbkreises 
0, die Mittelpunkte der beiden gesuchten Halbkreise und des ge- 
suchten Vollkreises beziehungsweise A, B, C und bezeichnet man die 
zugehörigen Radien mit r, r^ r2, fg, so bestehen bei Einführung der 
Differenz r — 2 r^ = a; als unabhängige Variable die Beziehungen 



r — X 



^2 



r + ^ 



r^ = r, 



■rc- 



2 ' "'~ 2 ' '^~'3r« + .r2' 
von denen die letzte dadurch erhalten wird, dass man den cosinus 
des Winkels ABC ans den beiden Dreiecken BC und ABC 
als Funktion der Seiten berechnet und die gefundenen Werte mit 
einander vergleicht. 

Die in Rede stehende Fläche F erreicht ihren kleinsten oder 
grössten Wert für diejenigen Werte der unabhängigen Veränder- 

liehen x, für welche der Ausdruck -^ 4- 2r'^ iTr-i-i — 5) ein Max. 

2 \6r^-\-x^y 

oder Min. wird. Entsprechend den reellen Wurzeln aj = und 

x = ± 0,2892542 ... r der Gleichung x{x^ -\-9r^x^ + i9 r* x^ - 

br^ = wird demnach die Fläche F ein Min. für rx = r2 = 1 r, 

rg = ^ r, ein Max. für 

^1 j = 0,3553729 . . . r, ^^ = 0,6446271 ,..r,r^ = 0,2971565 . . . r. 

Die übrigen vier Wurzeln der angegebeneu Gleichung sind imaginär. 
(Vergl. C. W. Baur, Schlömilchs Zeitschr. für Math, und 

Phys. 1860, S. 369.) 

69) Aufg. Es soll das grösste rechtwinklige Parallelepipedum 

gefunden werden, welches einer Kugel 
von gegebenem Radius r eingeschrieben 
werden kann, 

a) wenn die Grundfläche ein Quadrat 
sein soll, 

b) wenn die Grundfläche ein Recht- 
eck mit einer gegebenen Seite = a sein soll. 

Lös. a) Die Entfernung des die 
Grundfläche bildenden Schnitts vom Mittel- 
punkt der Kugel ist = r Vi • 

b) Die Entfernung des d ie Grund^ 
fläche bildenden Schnitts vom Mittelpunkt der Kugel ist^Vir«— ^aT 
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70) Auf g. Unter den Parallelepipeden, welche denselben kubischen 
Inhalt, eine gleiche Kante und eine gleiche Ecke haben, dasjenige 
zu finden, welches die kleinste Oberfläche hat. 

Lös. Wenn der kubische Inhalt = Jist, die gegebene Kante 
= r, die drei ebenen Winkel, welche die gegebene Ecke bilden, 
a, ß, y, so dass a und ß die Kante r zum gemeinschaftlichen 
Schenkel haben, so wird bekanntlich das Lot, welches vom End- 
punkt der Kante r auf die gegenüberliegende Ebene gefällt wird, 
wenn man noch ^ (a -f- /? + y) = «^ setzt : 

2r 



smy 



ysinö' sin {a — a) sin (er — ß) sin (<r — y). 



Wenn man die hier vorkommende Wurzelgrösse durch E be- 
zeichnet, so werden die Werte der beiden anderen Kanten des 
Parallelepipeds, welches der in der Aufgabe gestellten Bedingung 

... ,/ J.sina ^ I J.sinß ^. ^ , 

genügt: A/s — 5 — ^—3 ^d Vh — ?5 — ^-—> wovon die erste den 

Winkeln ß und y, die zweite den Winkeln a und y zum gemein- 
schaftlichen Schenkel dient. — Es ergibt sich hierbei, dass die 
beiden an der Kante r liegenden Seitenflächen an Flächeninhalt 
gleich sind. 

71) Auf g. Unter allen geraden dreiseitigen Prismen, deren Höhe 
= h, Grundfläche = g und eine Seitenfläche = s 
ist, dasjenige zu finden, welches die kleinste Ober- 
fläche hat. 

Lös. Diejenige Seite der Grundfläche, auf 
welcher die gegebene Seitenfläche steht, ist offen- 

bar = -— . Nennt man die beiden dieser Seite 
h 

anliegenden Winkel der Grundfläche x und y, so 

besteht die Bedingungsgleichung g = ^ « c> - / 1 ^ > und es ist 

die Funktion . . , — :^ zu einem Min. zu machen. Das Min. 
sm (x + y) 

tritt ein für a? = y, d. h. die beiden nicht gegebenen Seitenflächen 

des gesuchten Prismas sind kongruent. 
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72a) Auf g. Unter allen geraden Zylindern von gleichem kubischen 
Inhalt J denjenigen zu finden, der die kleinste Oberfläche hat. 

Lös. Der Radius der Grundfläche des gesuchten Zylinders 

wird = V s— Md seine Höhe = 2 Vö— , d. h. die Höhe ist dem 
» 27r » ZTT 

Durchmesser der Grundfläche gleich. Der Zylinder kann also einem 

Würfel eingeschrieben werden. 

72b) Auf g. Unter allen geraden Zylindern von gleichem kubischen 
Inhalte J denjenigen zu finden, dessen Mantel vermehrt um eine 
der Grundflächen ein Min. wird. 

Lös. Der Halbmesser der Grundfläche = v — , die Höhe 

'' TT 

des Zylinders wird ebenso gross. 

73) Aufg. Unter allen geraden Zylindern von gleicher Ober- 
fläche F denjenigen zu finden, der den grössten kubischen 
Inhalt hat. 

Lös. Der Durchmesser der Grundfläche wird = 2 V^ — , und 
die Höhe des Zylinders wird ebenso gross. 

74) Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleichem kubischen 
Inhalt I denjenigen zu finden, welcher den kleinsten Mantel hat. 

Lös. Der Radius der Grundfläche des gesuchten Kegels wird 

= 1/ — pr , die Höhe = v — , die Seitenlinie = v/3 v — r=r , so 
^ ny/2 . ^ n '^ V ^^ 

dass sich das Quadrat des Radius der Grundfläche, zum Quadrat 
der Höhe, zum Quadrat der Seite = 1:2:3 verhält. 

75) Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleichem kubischen 
Inhalt I denjenigen zu finden, der die kleinste Oberfläche hat. 

Lös. Der Radius der Grundfläche, Höhe und Seitenlinie 

/ 3 1 8 IS I s 1 3 / 

sind V 7=, 2V — , 3v 7=, so dass also die Seitenlinie 

V 27rV2 V ^ ^ 27rV2 

des Kegels das Dreifache vom Radius der Grundlinie ist. 

76) Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleichem Mantel M 
denjenigen zu finden, der den grössten kubischen Inhalt hat 
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Lös. Der Radius der Grundfläche, die Höhe und die Seite 

W^^' W^"^' W^^^' ^^ verhalten sich 

ihre Quadrate zu einander wie 1:2:3. 

77) Auf g. Unter allen geraden Kegeln von gleicher Oberfläche F 
denjenigen zu finden, der den grössten kubischen Inhalt hat. 

Lös. Der Radius der Grundfläche, die Höhe und Seite sind 

= iV — , \f2v — , Iv — . Die Seite ist das Dreifache von 

" » TT ' »TT " » TT 

dem Radius der Grundfläche. 

78) Aufg. Unter allen Kugelabschnitten von dem kubischen In- 
halt I die bestimmenden Stücke desjenigen zu finden, für welchen 
die gesamte Oberfläche (Kalotte nebst begrenzender Kreisfläche) 
ein Max. wird. 

Lös. Der Radius r der zugehörigen Kugel wird = iv — 

" • TT 

und die Höhe des Abschnitts = 2 r, d. h. der Abschnitt ist die 
Kugel selbst mit dem Radius r. 

79) Aufg. Unter allen Kugelabschnitten mit der gegebenen ge- 
samten Oberfläche =^ jP, die bestimmenden Stücke desjenigen zu 
finden, welcher den grössten kubischen Inhalt hat. 

Lös. Der verlangte Kugelabschnitt wird eine vollständige 

IT 
Kugel mit dem Radius iV — . 

80) Aufg. Unter allen Kugelausschnitten von dem kubischen 
Inhalt I denjenigen zu bestimmen, dessen Oberfläche ein Max. 
oder Min. wird. 

Lös. Wenn der Radius r der Kugel = \^ — und die 

Höhe h des zugehörigen Kugelabschnittes = { r, so findet ein Min. 

statt; ist dagegen r = Ä=:\/^-^, so erhält man die Halbkugel 

■ dk TT 

als Max. 

81) Aufg. Unter allen Kugelausschnitten mit der gesamten 
Oberfläche = F denjenigen zu finden, dessen kubischer Inhalt ein 
Max. oder Min. ist. 
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Lös. Wenn r und h die nämliche Bedeutang haben, wie 
in der vorigen Aufgabe, so ergibt die Rechnung ein Max. für 



• = Y — , Ä = i r, ein Min, für r = h = y -^^ — 



Sn ' 



Man erhält 




demnach, abgesehen von der absoluten Grösse, die nämlichen Kugel- 
ausschnitte, wie in der vorigen Aufgabe; nur tritt hier ein Max. 
ein, wo dort ein Min. war und umgekehrt. 

82) Aufg. In einen gegebenen geraden Kegel den seinem kubi- 
schen Inhalte nach grössten Zylinder einzu- 
schreiben. 

Lös. Wenn der Radius der Grundfläche 
des Kegels = r, die Höhe des Kegels = h ist, 
so wird der Radius der Grundfläche des ge- 
suchten Zylinders = | r, und seine Höhe = l h. 

83) Aufg. In einen gegebenen geraden Kegel 
denjenigen Zylinder einzuschreiben, welcher die 
grösste krumme Oberfläche hat. 

Lös. Bei derselben Bezeichnung wie in der vorigen Auf- 
gabe wird der Radius der Grundfläche des Zylinders = i r und 
seine Höhe = 4 h. 

84) Aufg. In einen gegebenen geraden Kegel denjenigen Zylinder 
einzuschreiben, dessen gesamte Begrenzungsflächen ein Max. bilden. 

Lös. Unter der Voraussetzung, dass Ä>r, werden Radius 

der Grundfläche und Höhe des Zylinders 7rn r und -~jz r^ . 

2(A — r) 2(Ä — r) 

85) Aufg. In eine gegebene Kugel, mit dem Radius r, den semem 

kubischen Inhalt nach grössten Zylinder 
einzuschreiben. 

Lös. Der Radius der Grundfläche 
= r Vf , die Höhe = 2 r Vf • 
86) Aufg. In eine gegebene Kugel 
einen Zylinder einzuschreiben, dessen 
krumme Oberfläche ein Max. ist. 

Lös. Der Radius der Grundfläche 
= rvT, die Höhe = rV2. 
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87) Aufg. In eine gegebene Kugel einen Zylinder einzuschreiben, 
dessen gesamte Begrenzungsfläche ein Max. wird. 

Lös. Der Radius der beiden E ndflächen des Zylinders ist 

== r Vi-4: i-vT lind seine Höhe = 2 r Vi + 1 vT» wobei die oberen 
Zeichen den oberen, die unteren den unteren entsprechen. Der 
Durchmesser der Grundkreise eines dieser Zylinder ist also gleich 
der Höhe des anderen. Zieht man vom Mittelpunkt der Kugel 
Gerade nach je einem Punkte der beiden Grundkreise, so ergänzen 
sich die spitzen Winkel, welche von denselben mit der Axe des 
Zylinders gebildet werden, zu 90^ 

Zusatz. Legt man durch die Axe des Zylinders eine Ebene, 
so erhält man als Durchschnitt derselben mit der Zylinderfläche 
und der Kugel ein dem grössten Kreise der Kugel eingeschriebenes 
Rechteck von dem Inhalte 4r2v/i- Dieses Rechteck lässt sich 
leicht in den Kreis einschreiben. Teilt man nämlich dasselbe durch 
eine Diagonale in zwei Dreiecke, so ist die Höhe jedes dieser 
Dreiecke, welche zur Grundlinie 2r haben, = V2r .fr, welcher 
Ausdruck leicht zu konstruieren ist. 

88) Aufg. In eine gegebene Kugel den seinem kubischen Inhalte 
nach grössten Kegel einzuschreiben. 

Lös. Der Radius der Grundfläche des 
gesuchten Kegels wird = |r\/2 und seine X /[ , 

Höhe = 4 r. / / i V 

89) Aufg. In eine gegebene Kugel den- J / \/\_, 

jenigen Kegel einzuschreiben, welcher die 

grösste krumme Oberfläche hat. \i/^' [7 \j 

Lös. Derselbe Kegel, wie in der vorigen 
Aufgabe. 

90) Aufg. In eine gegebene Kugel denjeni- 
gen Kegel einzuschreiben, dessen gesamte Begrenzung ein Max. ist. 

Lös. Die Höhe des Kegels wird 

= tV^(23 - Vl7) = r . 1,179806 . . . , 

der Radius der Grundfläche 

= tV^ Vl90 + 14 Vl7 = r . 0,983702 . . . 
Für die Rechnung eignet sich die Höhe des Kegels als un- 
abhängige Variable. 

Sohnoke's Aafgftbensammlang. I. 10 




.^.., 
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dl) Anfg. Unter allen sphärischen Dreiecken mit einem ge- 
gebenen Winkel a (welcher <C^ sein soll) und einem gegebenen 
Flächeninhalt a dasjenige zu finden, welches den kleinsten Um- 
fang hat. 

Lös. Die beiden anderen Winkel werden unter einander 
gleich und zwar jeder = \ {a-\-n — a). Die dem Winkel a 
gegenüberliegende Seite erhält dann für ihren cosinus den Aus- 
cos a + [cos } (a + TT — a)]^ 



druck 



welcher als cosinus -<1 sein 



[sin Y (a + TT — a)]2 
muss, woraus sich die Bedingung ergibt a < 2 a. Der cosinus jeder 
der beiden anderen Seiten = cotang ^ a . cotang ^ (a -f- ^ — «)• 

92) Aufg. Unter allen sphärischen Dreiecken von einem ge- 
gebenen Flächeninhalt = a dasjenige zu finden, dessen Umfang 
ein Min. ist. 

Lös. Wie gross man sich auch den einen Winkel des ge- 
suchten Dreiecks denken mag, immer müssen die beiden anderen 
Winkel unter einander gleich sein. Hier ergibt sich, dass alle 
drei Winkel unter einander gleich sein müssen und zwar jeder 
= i (fit + ^) luid ebenso auch alle Seiten einander gleich, und zwar 
wird die Sekante der Hälfte jeder Seite = 2 sin ^ (a + n). 

93) Aufg. Auf einer Kugel sind zwei Parallelkreise gegeben, 
sowie auch der Pol eines dritten die beiden ersten schneidenden 
Kreises; es soll dieser dritte so bestimmt werden, dass die Sehne 
in ihm, welche seine Durchschnittspunkte mit den beiden gegebenen 
Kreisen verbindet, ein Max. sei. 





Lös. Denkt man sich durch den bekannten Pol der beiden 
gegebenen ParaUelkreise und durch den gegebenen Pol des ge- 
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suchten dritten Kreises einen grössten Kugelkreis gelegt, so werden 
zur Bestimmung der gegenseitigen Lage in diesem folgende Bogen 
bekannt sein: 1) der Bogen zwischen dem gemeinsamen Pol der 
Parallelkreise und dem ersten Parallelkreise = ß, 2) der Bogen 
zwischen demselben Pol und dem zweiten =: a, wobei a > /? sein 
soll, und 3) der Bogen zwischen demselben Pol und dem gegebenen 
Pol des gesuchten dritten Kreises = S. Man nenne nun den Bogen 
zwischen dem zweiten gegebenen Pol und seinem zugehörigen ge- 
suchten dritten Kreis = x. 

Damit überhaupt von einer reellen Sehne die Rede sein kann, 
deren Endpunkte auf den Parallelkreisen liegen und von dem 
zweiten Pole gleich weit entfernt sind, darf sin d nicht kleiner sein 
als sin^(a — ß), 1) Ist sin |^ (a + /9) >> sin rf > sin ^a — /9), so 

ergibt sich für cosic = ,, ' ^^ cosJ ein Max. der Sehne 

^ cos \{a — ß) 

:=2sm4(a + /9) und für cosä; = — — ' ^^ . ^^ -'-^ em Mm. 

- ^ ' ^^ cos (f 

, eil, 2sin^(a— /?)sin|(a+/9) o\t^ • ^-^ • w ^ o\ 
der Sehne = — ,\ ^^ — ^-^ . 2) Ist sm rf > sm i (a + ß), 

., . . , . , I... cos ^(a4- ß) » . ,, 

so ergibt sich wieder für cosx=: ^ — ^— ^cosö em Max. der 

^ cos iia — ß) 

Sehne = 2sini(a + /9), dagegen für cosa? = f-7 — ;— ^coscJ ein 

^^ ' ^^ ^ ^ cosi(a + /9) 

Min. der Sehne = 2 sin |(a — ß), 

94a) Aufg. In eine gegebene Kugel soll das grösstmögliche 
Parallelepipedum eingeschrieben werden. 

Lös. Wenn r der Radius der Kugel ist, so wird jede der 
drei in einer Ecke zusammenstossenden Kanten des ParaUel- 

epipedums = -j= . 

/Jj2 /fjB 4>2 

94b) Aufg. In ein gegebenes Ellipsoid — 2 + ^2 H 2 ^^ ■'^ ^^^ 

Parallelepipedum von grösstem Volumen einzuschreiben. 

Lös. Die Kanten des Parallelepipeds werden -=,-=,-= 

\3 \3 yS 

und das gesuchte Volumen ist = ;izr . 

3 \/3 

10* 



Ö5) Aufg. Zu drei gegebenen Punkten soll in derselben Ebene 
ein vierter gefunden werden, so dass die Summe der Entfernungen 
desselben von den drei ersten ein Min. werde. 





Lös. Die drei gegebenen Punkte bestimmen ein Dreieck, 
dessen Winkel A, B, C und die gegenüberäegenden Seiten respek- 
tive a, 6, c sein mögen. Bezieht man den gesuchten Punkt 
durch rechtwinkelige Koordinaten auf A B als Abszissenaxe und 
A als Anfangspunkt, so wird die Summe A + JB + C aus- 
gedrückt durch die Funktion 

ti=(a;«+y2)i^[(^_^)2^y2]i + [(^_jcosA)2 + (y — 6sin^)2]i 
Die Interpretation der Gleichungen 2— = und A- = ergibt 

dann leicht als Bedingung eines Min. der Funktion u die Be- 
ziehung Z.AOD -\-Z,BOD = 120^, wo D den Fusspunkt des von 
Sivd AB gefällten Lotes bezeichnet. Wenn man daher über 
jeder der drei Seiten a, 6, c einen Kreisbogen beschreibt, der einen 
Winkel von | B als Peripheriewinkel enthält, so schneiden sich 
diese Bogen in einem einzigen und zwar in dem gesuchten 
Punkte. 

In anderer Weise gelangt man zum Ziele, wenn man über 
jeder Dreieckseite das entsprechende gleichseitige Dreieck kon- 
struiert, und zwar müssen die Spitzen derselben, A\ B\ C nach 
aussen gerichtet sein. A A', B B\ C C schneiden sich dann in 0. 
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Die einzelnen Linien, welche von dem gesuchten Punkte nach 
den Ecken des Dreiecks gezogen werden, erhalten folgende Werte: 

&.c,sin(60Q + ^) 

sin 600 . y/b^ + c'^ — 2bc. cos (60^ + A) ' 

c.a.sin(60Q+jB) 

sin 600 . Vc^ + a^ — 2ca . cos (ÖO^-f £) ' 

a.6.sin(60Q+O 

sin 600 . y/a^ + b^ — 2ab . cos (600 + C) ' 
Die Summe aller drei Linien, welche ein Min. wird, ist 

= Vi(a2+ö2_^tj2)4_sin60V(a+6+c)(— aT«^+c)(a— 6+c)(a+ft---c). 

Besitzt das Dreieck einen Winkel, der grösser ist als 120^, 

so schneiden sich die drei Kreisbogen nicht. Die beiden Gleichungen 

5^ = und fi^ = können dann nicht gleichzeitig bestehen. 

0^ oy 

Da nun die gestellte Aufgabe immer eine Lösung zulässt und die 
partiellen Ableitungen —- und ^ für jeden der Punkte Ay J5, C 

0^ oy 

die unbestimmte Form ^ annehmen, so wird in diesem Falle, wie 
leicht einzusehen, derjenige der gegebenen Punkte zugleich der 
verlangte sein, welcher der Scheitel des stumpfen Winkels ist. 
(Vergl. Bertrand, Journal de Liouville, t. Vin.) 

96) Aufg. Zu vier gegebenen Punkten soll ein fünfter von der 
Beschaffenheit gefunden werden, dass die Summe der Entfernungen 
desselben von den ersten ein Min. wird. 

Lös. Durch ein Verfahren, das dem in der vorhergehenden 
Aufgabe angegebenen ganz analog ist, findet man den Durch- 
schnittspunkt der beiden Diagonalen des Vierecks, welches durch 
die vier gegebenen Punkte bestimmt ist. 

97) Aufg. Auf den drei Seiten eines Dreiecks ABC sollen 
drei Punkte M, N, P gefunden werden, 
so dass das Dreieck MNP ein Max. oder 
Min. werde. 

Lös. Betrachtet man MC = x, 
PB = y, NB -— ^ als unabhängige Ver- 
änderliche und bezeichnet F eine Funktion von Xj y, z^ welche 
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für jede bestimmte Wertegruppe der unabhängigen Veränder- 
lichen den Flächeninhalt des Dreiecks MNP ausdrückt, so sind 

a; = -ö-, y = -ä-y ^ = "0" diejenigen Werte, welche gleichzeitig den 

a u u 

drei Gleichungen &—:::: o, S — =1^:0 und A— = genügen. Das 

diesen Werten entsprechende Dreieck wird erhalten, wenn man die 
Mitten der Seiten ABfÄC und B C durch Gerade verbindet. 
Sein Flächeninhalt ist = i A -^ -B C'. Die Untersuchung der voll- 
ständigen Änderung von F zeigt aber, dass dieses Dreieck weder 
ein Min., noch ein Max. ist. Dies lässt sich auch leicht geome- 
trisch erkennen. Denkt man sich nämlich den Punkt M, die Mitte 
von A By festgehalten, so wird bei dem ausgezeichneten Dreieck 
^ PMC ^=^ Z.A, Z. NMA = Z.C. Jedes andere Dreieck, welches 
seinen Scheitel in demselben Punkt M hat, bei welchem aber die 
Winkel PMC und NMA beide zugleich grösser oder beide zu- 
gleich kleiner als A und B sind, wird kleiner als das Dreieck 
MNP sein; dagegen jedes Dreieck mit demselben Scheitel, bei 
welchem P MC grösser oder kleiner als A und NMA kleiner 
oder grösser als C ist, wird grösser als das ausgezeichnete Drei- 
eck MNP, 

98a) Aufg, Auf einer gegebenen Linie MN einen Punkt D zu 

finden, so dass die Verbindungslinien mit 

^ zwei auf derselben Seite von MN liegenden 

/: gegebenen Punkten A und B ein Min. zur 

/ t Summe haben. 



-^ Lös. Es heissen m und n die 

rechten Abstände A C und B E der Punkte 
A und B von MN, es sei ferner CD=^x, DE=y, CE=c, 
so wird für ein Min. von AD-{-DB:x\y=^m\n und 
AADCrs, /\BDN. 

Zusatz. Denkt man sich A als einen Licht aussendenden 
Punkt, MN eis spiegelnde Fläche, die Ebene der Zeichnung als 
Einfallsebene und sucht den Weg desjenigen von A ausgehenden 
Lichtstrahles, der nach der Reflexion durch B geht, so ist wegen 
der Gleichheit der Winkel AD M und B D N nach dem Reflexions- 
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gesetz klar, dass der gesuchte Weg mit ADB zusammenfällt. 
Somit ist der Weg, den das Licht zurücklegt, um bei einmaliger 




Spiegelung von A nach B zu kommen, der kürzeste Weg zwischen 
diesen Punkten, der überhaupt bei Berührung der spiegelnden 
Fläche möglich ist. 

98b) Äufg. Auf den drei Seiten eines Dreiecks ABC sollen drei 
Punkte My N und P gefunden werden, so dass der Umfang des 
Dreiecks MNP ein Min. wird. 

Lös. Bei der nämlichen Bedeutung der unabhängigen Ver- 
änderlichen x^ y, z, wie in Aufg. 97, bezeichne u diejenige Funk- 
tion von X, y, z, welche für jede bestimmte Wertegruppe der un- 
abhängigen Veränderlichen den Umfang des Dreiecks MNP aus- 

drückt. Die geometrische Interpretation der Gleichungen ^ = 0, 

1^ = 0, 1^ = ergibt cos A MN= cos CMP u. s. f. Fällt man 

daher von den drei Endpunkten des gegebenen Dreiecks Lote auf 
die Gegenseiten, dann werden die Verbindungslinien der Fusspunkte 
derselben das gesuchte Dreieck bilden. — Dieses ist aber nur 
möglich, wenn alle drei Winkel des gegebenen Dreiecks spitze 
sind; in anderen Fällen aber erhält man weder ein Max. noch 
ein Min. 

99) Aufg. Durch einen in der Axe einer Parabal gegebenen 
Punkt die kleinste Sehne zu ziehen. 

Lös. Die auf der Axe senkrecht stehende Sehne wird die 
kleinste. 
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100) Aufg. In ein Parabelsegment, welches durch eine auf der 
Axe senkrecht stehende Sehne abgeschnitten 
wird, soll das grösste Rechteck eingeschrieben 
werden. 

Lös. Wenn a die Entfernung der ge- 
gebenen Sehne vom Scheitel und h die halbe 
Sehne ist, so sind | a und | 6 ^3 die beiden 
Seiten des gesuchten Parallelogramms, dessen 
Flächeninhalt ^yßah ein Max. ist. 

Aufg. Zwei Durchmesser einer Ellipse schneiden sich unter 
einem gegebenen spitzen Winkel a, man soll 
ihre Grösse und Lage so bestimmen, dass 
das Parallelogramm, dessen Diagonalen sie 
sind, ein Max. oder Min. werde. 

Lös. Sei a die halbe grosse, 6 die 
halbe kleine Axe der Ellipse. Betrachtet 
man den Winkel y, den der eine Durchmesser mit der grossen 
Axe bildet, als unabhängige Variable, so findet sich in dem Falle, 

wo tang i o < — ist, ein Max. für y = — ^ a und ein Min. für 

y = ^ (tt — a), und zwar ist der Flächeninhalt des grössten 

Parallelogramms = t 2 i 2 t — 2^1 ^"^^ derjenige des kleinsten 

= -ö— r-TT7 — ^^1 — • Die Parallelogramme sind Rechtecke und 
a* + Ifi tang« i a ® 

liegen symmetrisch zur grossen und kleinen Axe der Ellipse. Ist 
dagegen tang | ce >> — oder cos a <C ^x-,^ » so treten Minima ein 
für 9 = — Ja, y = |(7r — «) und Maxima für 

9 = i I « + ^c cos ( g_ ^ cos a 1 1 . 

In dem Grenzfalle tang \a = — erreicht die Fläche wieder' für 

a 



y = — I CK ihren grössten und für y = J (tt 
Wert und zwar ist ersterer = 2 ab, letzterer = 



a) ihren kleinsten 
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102) Aufg. In der Peripherie einer Ellipse sind zwei Punkte 
gegeben; man soll einen dritten so bestimmen, 
dass der Flächeninhalt des durch diese drei 
Punkte bestimmten Dreiecks ein Max. oder 
Min. wird. 

Lös. Wenn der erste Punkt durch die 
rechtwinkligen Koordinaten a und ß\ der 
zweite durch a" und ß>' gegeben ist, wenn femer a die halbe 
grosse und h die halbe kleine Axe der Ellipse bedeutet, so dass 

ihre Gleichung wird y = 4: — ^Ja^ — x^\ dann wird die Abszisse 

des dritten Endpunktes des gesuchten Dreiecks 

wozu natürlich je zwei gleiche und entgegengesetzte Werte der 
Ordinate gehören, so dass vier Dreiecke erhalten werden. 

103a) Aufg. In eine gegebene Ellipse soll das grösste Viereck 
eingeschrieben werden. 

Lös. Die Gleichung der Ellipse sei 



X 






Bezeichnet man die recht- 




winkligen Koordinaten der Eckpunkte des 
gesuchten Vierecks der Keihe nach mit 
^> 2/i; ^> ^2» ^3» ^3 5 ^4> S^4> so führt die Methode der unbestimmten 
Multiplikatoren auf Bestimmungsgleichungen für äJi, j/i; . . . , die 
nicht von einander unabhängig sind, woraus folgt, dass es un- 
endlich viele grösste Vierecke gibt. Da sich ferner zeigt, dass 

y\ y^ ^^ 

«3 = — a?i, ^8 = — yi; X4^= — X^, y^ = ^y^'^ ^^ ^=z — -~ 

sein muss, so sind diese Vierecke Parallelogramme, die erhalten 
werden, wenn man die Endpunkte konjugierter Durchmesser durch 
Gerade mit einander verbindet. Der Flächeninhalt eines jeden 
solchen Vierecks ist demnach = 2 a 6. 

103b) Aufg. In eine gegebene Ellipse soll das grösste Parallelo- 
gramm eingeschrieben werden, welches einen gegebenen spitzen 
Winkel a enthält. 
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Lös. Nach der vorhergehenden Aufgabe werden die Dia- 
gonalen des gesuchten Parallelogramms konjugierte Durchmesser 
sein, und man hat daher nur noch die Aufgabe zu lösen, diese 
konjugierten Durchmesser so zu bestimmen, dass das Parallelo- 
gramm, dessen Diagonalen sie sind, den gegebenen Winkel a ent- 

2 2 

hält. Ist die Gleichung der Ellipse ^ + ^=1. so sind die 
Koordinaten der Eckpunkte des verlangten Parallelogramms 

1) a;i=+a\/^+^2^^cotanga; yi = -\-b\\ — ^^_^^ co\mga\ 

2) a^=— ay^+^j^jäcotango; y8=— 6\/i— ^g"_^g Cotangc; 

3) a;3=-ayi — ^-pcotanga; ys = -\-byl\-\--^^^(M\mga; 

4) Xi= + a\^ — J'_ ^3 cotang a ; y^=_jY/^ + -^-^cotang«. 

Aus diesen Werten folgt noch beiläufig, dass es für o einen 

9 n h 

Grenzwert gibt, dass nämlich immer tang a > g ^ sein muss. 

104) Aufg. In eine gegebene Ellipse soll das grösste Dreieck 
eingeschrieben werden. 

Lös. Ist die Gleichung der Ellipse 

/v»2 *y2 

-— 4- 4^ = 1, und bezeichnet man die Koor- 

dinaten der Eckpunkte des gesuchten Drei- 
ecks ABC der Reihe nach mit x^^ y\\x^, yi\ 
i^3> 2/3 > so folgt aus demselben Grunde, wie in Aufg. 103a), dass 
es unendlich viele der Ellipse eingeschriebene, grösste Dreiecke 
gibt. Die Gleichung der Sehne B C ist 

demnach ist diese Sehne der im Punkte A an die EUipse gelegten 
Tangente parallel. Ebenso findet sich, dass die Sehne A B der 
Tangente in C und die Sehne A C der Tangente in B parallel ist. 
Alle diese Dreiecke haben denselben Flächeninhalt =: ^y/Sah, und 
der Mittelpunkt der Ellipse ist ihr gemeinsamer Schwerpunkt. 



r 
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105 a) Aufg. Man bestimme den Flächeninhalt der Ellipse 

A{x — a)^ + 2B{x-a){y-^ß) + C{y — ß)^ + l = 0, 
wo a und ß die Koordinaten des Mittel- 
punktes bedeuten. 

Lös. Bezeichnet man den Koor- 
dinatenwinkel mit 0) und die Koor- 
dinaten irgend eines Ellipsenpunktes 
mit X und y, so sind die Halbaxen a 
und b dieser Ellipse resp. das Max. 
und Min. des Abdrucks 

r = V(:r — a)2-f(y -/9)2-f 2(0;- a)(y-/9) cos ü>, 
und der Flächeniohalt der Ellipse ist bekanntlich =z ahn. Zur 
Bestimmung des Produktes ah hat man daher, wenn man noch 
den unbestimmten Multiplikator X einfährt, die Funktion 
^ = (cc — a) 2 + (y — /9) 2 -f 2 (ic — a) (y — /?) cos « + 

+ X[A{x-aY-^2B{x-a){y-ß)-\-C{y-ß)^-^\] 
zu einem Max. oder Min. zu machen. Multipliziert man die 

Gleichung ^— = mit ä; — a, die Gleichung ^~ = mit y—ß 

und addiert, so erkennt man, dass für den Fall eines Maximums 
oder Minimums A = r^ wird. Drückt man aus der Gleichung 

^ — z:= 0, X — a durch y — ß und l aus und setzt den erhaltenen 

QX 

Wert in ~— = ein, so kommt man auf die quadratische Gleichung: 

oy 

{AC— £2) A2 + (A + C— 25 cos «) A + sin2 0) = 0. 

sin^ (o 
Diese ergibt Aj Ag = a^ 6^ = -Tri — ^ » ^^^ daher ist der gesuchte 

AL — x>^ 

T^i.. T_ • 1- IX TT sin ft) 

Flachenmhalt = ,_ -^ . 

^AC — B^ 
105b) Aufg. Man bestimme den Kubikinhalt des auf rechtwinklige 
Koordinaten bezogenen Ellipsoids 

«11 i»^ + «22 y^ + %3 ^^ + ^(h^y^ + Soisic-r + ^ai2xy — o^o = 0. 
Lös. Auf analoge Weise, wie in der vorhergehenden Auf- 
gabe erhält man für den gesuchten Kubikinhalt 

3 
4 ^ 

S ^ «00 

y/oil «22 «38 — «11 «1 8 — «22 «1 3 — «83 «1 2 + 2 «12 «13 «23 
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Die kubische Gleichung für A erhält man hier am einfachsten, 
wenn man die aus der Determinantentheorie bekannte Bedingung des 

Zugleichbestehens der drei Gleichungen 3— = 0, ^ = 0, ?— = 

0^ oy 0^ 

aufstellt. 

106) Aufg. Um ein gegebenes Dreieck soll die ihrem Flächen- 
inhalte nach kleinste Ellipse beschrieben werden. 

Lös. Das Dreieck ABC sei gegeben 
durch zwei Seiten AB = aj ÄC=h und 
den eingeschlossenen Winkel y. Wählt man 
die Geraden A B und A C beziehungsweise 
zur Abszissen- und Ordinatenaxe eines schief- 
winkligen Axensystems, so kann die Gleichung 
der Ellipse geschrieben werden 

A{x-a)^ + 2B{x-a)(y-ß) + C(y-ß)^-j^l = 0, 
wo a und ß die Koordinaten des Mittelpunktes bedeuten. Die drei 
Bedingungsgleichungen, welche ausdrücken, dass die Ellipse durch 
die drei Punkte x = 0, y = 0; x = 0, y = b\ x^=a, y = geht, 
ergeben 

,_ 2/g-& (2a-a)(2/9-6) 

^~ a{ahJ^ßa — ah)' 2a ß{ab-[- ßa — ab)' 

2a — a 




C = 



ß{ab + ßa — ab) ' 



TT sin y 

Nach Aufg. 105 a) ist der Flächeninhalt der Ellipse = 



yjAG-B^ 
und man hat daher nur noch a und ß so zu bestimmen, dass 

^a^ß^{ab-{-ßa — abY 
wird. Man findet 

a ^ b . 3 ^ 3 ^ 3 

Der Flächeninhalt der kleinsten umschriebenen Ellipse ist 
demnach = | v^ tt a 6 sin y, ihr Mittelpunkt liegt im Schwerpunkt 
des Dreiecks und ihre beiden rechtwinkligen Halbaxen werden 

iV«^ + &^ + 2a6sin(y — 300) + iVa^ + &^ — 2a6sin(y + 300) 
und 



iVö^+6«+2a6sin(y — 300) — iVöM^ft^ — 2a6sin(y + 300). 
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107) Aufg. In ein gegebenes Dreieck soll die grösste Ellipse 
eingeschrieben werden. 

Lös. Wenn die Bezeichnungen 
der vorhergehenden Aufgabe beibe- 
halten werden und die Gleichung der 
gesuchten Ellipse wieder 
A(x-ay + 2B{x-a)(y-ß)-]- 

ist, so folgen aus der Bedingung, 




X 



y 



dass die Ellipse die drei Geraden ic = 0, y = 0, f--| — 1 = 

berühre, die Werte 



A = 



2{2ah-{'2ßa — 2aß — ah) 



C = 



4 «2 



N ' N ' ^~ N 

wo N=(2ah'^2ßa — 2aß—ab)^ — ^a^ß^. 

Der weitere Gang der Rechnung ist dem in der vorhergehen- 
den Aufgabe angedeuteten ganz analog. Der Flächeninhalt der 
grössten eingeschriebenen Ellipse findet sich = yV V^ tt a J . sin y, 
ihr Mittelpunkt ist wieder der Schwerpunkt des Dreiecks und ihi*e 
beiden rechtwinkligen Halbaxen werden 

i\/2.Va2 + 62_^j.cosy + V(ä2_j_j2_ßj.cosy)2 — 3a2 62.sin2y, 

iV2.Va2+62_^jcosy— V(ä2 + 62 — a6cosy)2 — 3aU2sm2y. 
Die Berührungspunkte sind die Mittelpunkte der drei Seiten. 

108) Aufg. Die grösste Ellipse zu bestimmen, welche die vier 
Seiten eines gegebenen Vierecks berührt. 

(Man sehe die betreffende Abhandlung von Gauss, Monatl. 
Korrespondenz von Zach, Bd. XXII, Seite 112.) 

109) Aufg. Für welche Ellipsenpunkte ist der Abstand derselben 
von dem Punkte x = 0, y = — ß der 
kleinen Axe ein Max. oder Min.? 

Lös. Sind ÄJ = acosy, t/ = 6siny 
die Koordinaten eines Punktes der Ellipse, 
so hat man den Ausdruck 

a^ cos^ y -|- (6 sin y -(- ß)^ 
SU einem Max. oder Min. zu machen. Zu- 
nächst erkennt man, dass die gesuchten 
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Punkte auf den Normalen liegen müssen, welche von dem gegebenen 
Punkte an die Ellipse möglich sind. Sodann findet sich 



1) wenn /9>- 
ein Min., 

2) wenn /9< 

. bß 
<iP = arcsin^^2-fp 

für y z=z I TT ein Min., 

3) wenn /? = — 
ein Min. 

Da ic = 0, y 



b 
a^ — b^ 



für 



n 



y = -^ ein Max. und f ür y = f ti 



für (p = 



n 



und für y = 7r — arcsin 



ein Min., für 
hß 



a^—b^ 



Maxima und 



■62 



TT 



b 
a^—b^ 



für (p =: -^ ein Max. und iür (p^ln 



die Koordinaten eines Punktes sind, 



welcher der Ellipsenevolute angehört, so ergibt sich also, dass von 
dem gegebenen Punkte zwei, drei zusammenfallende und eine vierte 
verschiedene oder endlich vier von einander verschiedene Normalen 
möglich sind, je nachdem derselbe ausserhalb, auf oder innerhalb 
der Evolute der Ellipse liegt. Der Winkel (p kann mittelst der 
bß 



Gleichung sin y = 




,o leicht konstruiert werden. 
b^ 

110a) Aufg. Der elliptische Zylinder 
Äj2 + 4 1/2 — 1 = werde von der Ebene 
ix — y — } ^=lO geschnitten. Man be- 
stimme für die Schnittellipse die Richtung 
und Länge der Halbaxen a und 6, sowie 
die Koordinaten Xi, yi, 2:1; . . . der vier 
Scheitel. 

Lös. Setzt man f= x^ + y^ + z\ 
y = a;2 + 4i/2_i, ^=1^; — 2^ — l;?, 
so hat man die absoluten Maxima und 
Minima der Funktion jP=/* — Ay — ^^^ 
aufzusuchen. Hierbei bestinunen sich die 
Grössen x, y, z, A, /te aus den Gleichungen 

i/j = 0. Es ergibt sich 



9-^ 



0, 1^=0, 9>=0und 
0^ 
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i- fi X y i! 



Vis Vl3 2Vl3 v/lS 



v/13 Vi3 2yfm y/i3 



4^13 Vl3 Vi3 4 v/13 

_Li8 __9_ _ 3 _ 1 3 



4^13 Vl3 yflS 4v/l3 

Werden die Winkel, welche die Axen der Ellipse mit den 
Koordinatenaxen einschliessen , beziehungsweise mit «i, ß^, y^; 
^2^ ß2y 72 bezeichnet, so folgt 

cos «1 : cos ßi : cos yj = 4 : - 3 : 12, 
cos «2 : cos /92 ^ cos ^2 == 12 : 4 : — 3. 

110b) Aufg. Man löse die nämliche Aufgabe für die Elüpse, in 

welcher der elliptische Zylinder r^r — ^-^ -\- ^ :=. 1 von der Ebene 
T^-\-iy — ^=^0 geschnitten wird. 
Lös. Man findet 

l fjf' X y z 

+ 132 _}_ 4 _ 12 _ 3 — 4 

+ 132 — 4 +12 +3 +4 

+ I.132 +|V3 +2V3 — 6|/3 — f\/3 

+ 1.132 _|V3 -2V3 +6V3 +|V3 

a = v^ = 13, h = ^ = — ^; 

cos tti : cos ßi : cos /i = 13 : 3 : 4, 
cos «2 : cos /92 : cos 73 = — 4 : 12 : 3. 

110c) Aufg. Man löse dieselbe Aufgabe für die Ellipse, in welcher 
das Ellipsoid 2a;2 + 5y2 + ^2=l von der Ebene ix — y-~i^=0 
geschnitten wird. 
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Lös. Es wird 



+ 



+ H 



I 13 



I 18 



+ 



144 



X 



y 



144 



+ 



17Vi3l7 
144 



29V13T29 
144 



+ 



+ 



V13.17 

4 
Vl3Tl7 

12 
Vi3:29 

12 



+ 



12 



+ 



Vi3ä7 

3 
Vi337 

4 
VIJlT29 

4 

Vi3:29 y/lS^ 

cos Ol : cos /?! : cos /i = 4 : — 3 : 12, 
cos «2 : cos /^ : cos y2 = 12 ; 



29Vi3^ 



+ 



+ 



Vi3ä7 

12 



V1337 
3 



Vi3:29 
3 



v/i3:29 



;4: — 3. 

111) Auf g. Es ist die grösste Ellipse zu bestiminen, die erhalten 
werden kann, indem ' man einen gegebenen geraden Kreiskegel 
durch eine Ebene schneidet, welche durch einen gegebenen festen 
Punkt des Kegels geht. 





Lös. Bezeichnet man den Neigungswinkel der Schnittebene 
gegen die Basisebene mit g>, den Winkel des Kegels mit 2 a, 
so muss sin 2 y ^ 2 sin 2 a 

sein, woraus hervorgeht, dass ein Max. nur dann existiert, wenn 
2 ß < 30« ist. 

112) Aufg. In einen Tiereckigen Turm, dessen Tiefe 6 ist, will 
man einen Balken von der Länge »n (»i > 6) hineinschaffen. Welche 
Höhe h muss die Türe des Turmes wenigstens haben, wenn Seiten- 
bewegung des Balkens ausgeschlossen ist? 
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Lös. Man denke sich den Balken so bewegt, dass sein6 
Enden beziehungsweise auf der inneren 
Rückwand des Turmes und auf dem Erd- 
boden gleiten. Jede Lage, die der Balken 
hierbei annehmen kann, bedingt eine ge- 
wisse Höhe y der Türe des Turmes. 
Bezeichnet x den Neigungswinkel des 
Balkens gegen den Erdboden, so wird 
y=^mmLx — btsjigx. Offenbar ist die 
gesuchte kleinste Höhe der Türe gleich 
dem Max. von y, d. h. es ist 

h = {m^ — ftl)? oder h^ + J^ = m^. 

113) Aufg. Aus einem runden Baumstamme den Balken von 
der grössten relativen Kohäsionskraft auszuschneiden. 

Lös. Heisst die Breite des Balkens x, die 
Höhe y, so hängt nach dem Gesetze der Mechanik 
die Grösse der Kohäsion ab von x yK Das Max. 
dieses Produktes findet statt für a? := d \/f , wenn 
d der Durchmesser des runden Baumstammes ist. 
Die geometrische Konstruktion ergibt sich hier- 
nach leicht.*) 

114) Aufg. In welcher Höhe über einem in einer Ebene 
liegenden Punkt A muss ein Licht L 

von der Intensität i angebracht werden, 
damit ein in derselben Ebene liegen- 
der Punkt B möglichst hell erleuchtet 
werde? 

Lös. Die Lichtstärke hängt ab 
i^mLBA 




von dem Ausdruck 



Heisst 




{LBY 
daher a die Entfernung des Punktes B 
von A, so muss das Licht in der Höhe a Vi über A angebracht 
werden. 



•) Über dieselbe Aufgabe vergleiche man: Heis Sammlung von 
Beifipielen und Aufgaben aus der aUgemeinen Arithmetik und Algebra 
§ 106. 22. 

SobBok«'f AufiifAbeiiiMnmliuig« I. \\ 
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115) Aufg. Ein Körper bewegt sich von einem Punkte C zt 
einem Punkte D über eine gerade Linie A B hinweg und zwar 
von C zur Linie AB mit der Geschwindigkeit c 
und von AB zu D mit der Geschwindigkeit c". 
Wie ist der Punkt E auf der Linie AB zu 
wählen, damit die auf Zurücklegung des Weges 
CE D verwandte Zeit ein Min. werde? 

Lös. Es seien die Entfernungen CS und 
D O der Punkte C und D von AB mt p und 
q bezeichnet, öfi = w, ITE=x, so ist 




X 



m- 



■X 



\(pM-^ ^<^ + (tn — ä;)2 



= c 



Heissen die Winkel, welche die Linien CE und ED mt 
dem ^ui AB \sl E errichteten Lote EI bilden, a und /?, so ist 
sin a : sin /9 = c' : c". (Man vergleiche das Gesetz über die Brechung 
der Lichtstrahlen, sowie bei 98 a) das Gesetz über Zurückwerfung 
derselben.) 

116) Auf g. Ein Mann, der sich mit einem Boote in emer Ent- 
fernung von 3 Meilen (engl.) vom nächsten Punkte des Ufers be- 
findet, wünscht einen zweiten Punkt am Ufer, 
der vom ersten 6 Meilen entfernt ist, in 
kürzester Zeit zu erreichen. Wenn nun der 

^ Mann in der Stunde 5 Meilen weit gehen, 

aber nur 4 Meilen weit rudern kann, so wird gefragt, wo er 
landen müsse. 

Lös. Eine Meile vor dem zu erreichenden Orte. 

117) Aufg. Bei welcher Stellung erscheint Venus, unter der 

Voraussetzung, dass die Bahn des 
^px Planeten eine kreisförmige ist, am 

Sy^ hellsten? 

j/^"^^ ^^^^---^^^^^ Lös. Es befinde sich die Sonne 

^ ^^^^--^ in Ä, die Erde in JST, Venus in t', 

^ 8E=a, Sv=h, Ev=x, der Eadius 
der Venus = g. Es stehe der Durchmesser g h senkrecht auf Sv^ 
und der Durchmesser cd senkrecht auf Ev: 
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iDie für die Erde sichtbare Lichtphase bestimmt sich aus 
dem Winkel gvd = 180^ — EvS, und ist 

=z\nQ^ — ^nQ^cosgvd=\nQ^{l-{-cosEv8). 

Die Helligkeit der Venus steht im geraden Verhältnisse mit 
l-\-cosEvS und im umgekehrten quadratischen Verhältnisse 
mit X, Setzt man 

i r rr er X^ -^ b^ + 2b X — U^ 

1 + cos EvS = ' ^ , 

(x 4- 6)8 a* 

so wird die Helligkeit ein Max. für das Max. von ^ ' ^ , 

X 

hieraus: x= — 2b + y/b^-{-3a^. Setzt man a=l, 6=0,7233317, 
so ergibt sich 

af= 0,430358, ^ ^ v d = 62» 4' 23,2", ^ 5^ £t; = 39^43' 28,2" 
(Elongation der Venus). Bei einer synodischen ümlaufszeit der 
Venus von 584 Tagen gehört zu der angegebenen Elongation 
eine Zeit von 64 Tagen. Das grösste Licht der Venus hat also 
im Mittel 64 Tage vor und nach der unteren Konjunktion mit der 
Sonne statt. 

118) Aufg. Welche Werte der Veränderlichen x, y, z machen 
die Funktion 

F—x^'\-^^ß.x^^-\'^oc^^-^^ih,y^-Y'^y!^'yz^'\' 

+ V2.^3_3a;_3^.y_3V2.^ + Const. 
zu einem Max. oder Min., und welche erteilen ihr Sattelwerte? 

Lös. Maxima treten ein für die Wertegruppen — 1, — 1, 0; 
0, 0, — 1, Minima für 1, 1, 0; 0, 0, 1 und Sattelwerte für 

1,-1,0; -1, 1, 0;-^, V4, -Vi; --^, -Vf, Vf. 

119) Aufg. Man beantworte dieselben Fragen für die Funktion 
F=7?-\^Q(^y-\-%x^z-\'^xy'^-\'^xz^ — \%xyz-^y^-\' 

+ 3y2^ + 3y^2_j.^3_3^_3y_3^ + Const. 

Lös. Für die Wertegruppe 1, 1, 1 tritt ein Min., für 
— 1,-1, — 1 ein Max. ein, und die 6 Wertegruppen 1, 0, 0; 
— 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, — 1, 0; 0, 0, 1; 0, 0, — 1 ergeben Sattel- 
werte. 

11* 
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120) Auf g. Es ist dieselbe Aufgabe zu lösen für die Funktion 

— 3 a; + 3 y + Const. 

Lös. Ein Min. tritt ein für die Wertegruppe 1, — 1, 0, 

ein Max. für — 1, 1, 0. Die Gruppen 1, 1, 0; — 1, — 1,0; 

0, 0, 1; 0, 0, —1; 1, 1, l; —1, —1, — 1 liefern Sattel- 
werte. 



Kapitel Vlll. 

Anwendung der Differentialrechnung auf die Untersuchung 

ebener Kurven. 



§22. 
Eine ebene Kurve kann dadurch auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem bezogen werden, dass man entweder 1) die 
Koordinaten eines beliebigen Punktes derselben als Funktionen 
einer unabhängigen Veränderlichen t darstellt, 

oder 2) eine Gleichung zwischen x und y festsetzt 

F{x,y) = 0, 
welcher die Koordinaten eines jeden Kurvenpunktes genügen 
müssen oder 3) die Ordinate eines beliebigen Kurvenpunktes als 
Funktion der Abszisse ausdrückt, 

y = f{xy 

Hierbei kann man sich die Gleichung F{xyy) = durch die 
Elimination der Grösse t aus den Gleichungen x=(p{{) und y=zip{f) 
und die Gleichung y=:f{x) durch die Auflösung der Gleichung 
F{xyy) = nach y entstanden denken. 

Tangente und Normale. Entsprechend diesen drei Formen 
erhält man für die trigonometrische Tangente des Winkels a, den 
die geometrische Tangente der Kurve in irgend einem Punkte Xy y 
mit der positiven Z-Axe bildet, die Ausdrücke 

Die trigonometrische Tangente des Winkels /?, den die Nor- 
male der Kurve mit der positiven Z-Axe bildet, ist 
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1 _ g>'(t) _ay_ 1 1_ 

^SP- tanga- tp'it)-^- dy- f (x) ' 

^x dx 

Trägt man demnach von dem Punkte x, y aus in der Rich- 
tung der Z-, resp. T-Axe die Strecken (Komponenten) q> {{^ und 
^'(0 oder 1 und f {x) auf, so liefert die Diagonale des hierdurch 
bestimmten Rechtecks (Resultierende) der Richtung und Länge nach 
die zugehörige Tangente. Im Falle die Gleichung der Kurve in 
der Form F{x,y)=^0 gegeben ist, empfiehlt es sich, zunächst die 
Normale der Kurve zu konstruieren, deren Komponenten in dem 

soeben angedeuteten Sinn %— ^ißd ^r— sind. Die Resultierende 

fällt hierbei in denjenigen Teil der Ebene, in welchem die Funk- 
tion F{x,y) positive Werte besitzt. 

Wird das Bogendifferential mit äs bezeichnet, so ist 

ds = '^dx^ -{- dy^j 
und man erhält femer 

dx dx 



cosa = 



sma = 



y/dx^ + dy^ ds 

dy —dy 



Vd^2+Ty2 ds 

Die Gleichung der Tangente im Punkte x, y der Kurve 
wird, wenn ?, ij die laufenden Koordinaten bedeuten, 

S — x _ ri — y 
dx dy ' 

dt dt 

Die Gleichung der durch den Punkt x, y gehenden Nor- 
male ist 
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g— a; _ i? — y 

Man nennt Tangente und Normale im engeren Sinne oder 
schlechtweg Tangente und Normale diejenigen Stücke der gleich- 
benannten, unbegrenzten Geraden, welche zwischen dem Berührungs- 
punkt der Tangente und der Z-Axe liegen. Die Projektionen dieser 
Stücke auf die Z-Axe heissen entsprechend Subtangente und 
Subnormale. Führt man für diese vier Grössen T, iV, St und Sn 
ein, so erhält man 



y 



sma 



fla; 

CY X ^^ hy 

8, = yCf>\A^a = yj^:=-y^, 

az 

hy 

Parallelkurven. Wenn man sich in allen Punkten einer 
gegebenen Kurve F(xyy)=^0 die Normalen gezogen und auf 
diesen vorwärts oder rückwärts von dem betreffenden Punkt eine 
konstante Länge k abgetragen denkt, so erhält man dadurch Punkte 
der äusseren oder inneren Parallelkurve. 

Wird der Winkel, den die Tangente im Punkte x, y der 
gegebenen Kurve mit der positiven Z-Axe bildet, mit a bezeichnet, 
so findet man für die Koordinaten J, i? des entsprechenden Punktes 
der Parallelkurve 

5 = a; + Äsina, ri=:y + kcosa. 
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Gelingt es, aus diesen beiden Gleichungen die Veränderlichen 
mit Hülfe der gegebenen Kurvengleichung zu eliminieren, so ist 
die resultierende Gleichung zwischen i und i] die Gleichung der 
Parallelkurve. 

Fusspunktkurven. Fällt man von einem festen Punkte! 
aus Lote auf sämtliche Tangenten einer ebenen Kurve, so bilden 
deren Fusspunkte eine neue Kurve, welche die Fusspunktkune 
der gegebenen Kurve für den Punkt A als Pol genannt wird. 
Sämtliche Lote sind natürlich, was für die Rechnung wesentlich 
ist, den betreffenden Normalen parallel. 

Ist die Gleichung der ursprünglichen Kurve in rechtwinkligen 
Koordinaten F {x, y) == 0, so findet man die Gleichung ihrer Fuss- 
punktkurve allgemein durch Elimination von x und y aus den 
Gleichungen 

^F(JF 



f)"+0 



^F 



Y=z 






Asymptoten. Eine Tangente der Kurve, dessen Berührungs- 
punkt unendlich weit entfernt ist, die selbst aber nicht ihrer ganzen 
Ausdehnung nach im Unendlichen liegt, heisst eine Asymptote 
der Kurve. 

Die Gleichung einer Asymptote wird im allgemeinen in einer 
der beiden Formen geschrieben werden können 

und es bestimmen sich m, n, fi, v aus den Gleichungen 
m == lim -^ , n = lim (y — m a;); 

(a?= od) X (ar= oo) 

X 

/i = lim — , r = lim (ä; — fiy), 

(yz=<x>)y (y«OD) 
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Ist die Kurve eine algebraische vom nten Grade, so kann 
ihre Gleichung, wenn man in w* alle homogenen Glieder fcter Ord- 
nung zusammenfasst, in die Form gebracht werden 

F(x, t/) = Wo + ^+«2 + ... + Ui. = 0. 

Die Gleichung der Tangente einer solchen Kurve ist dann 

Qx oy 

wo 

jp=— (a;fi— + y^) = — (th + 2w2 + ... + (n— l)wi*~i + nwn), 

0=nF=niio + ni^i + . . . -\-nun-i -{-mtn, 
was durch Addition ergibt 

jp=:nWo + (n— 1)Mi + --- + 2. Un-2 + 1 . Un-l . 

Ausgehend von dieser Form der Tangentengleichung, in 
welcher x und y nur noch im (n — 1) ten Grade erscheinen, 
können die Asymptoten einer Kurve nten Grades auf folgende 

Weise gefunden werden: Man bestimme die w Werte von — , 

X 

welche der Gleichung ^ = genügen, behalte hierauf in der vor- 

stehenden Tangentengleichung nur die Glieder {n — 1) ter Ordnung 
in X und y bei und setze, nachdem man noch durch a:*~^ dividiert 

hat, für das Verhältnis — der Reihe nach die gefundenen Werte 

in die resultierende Gleichung ein. Jede solche Substitution er- 
gibt dann im allgemeinen die Gleichung einer Asymptote der Kurve. 
In manchen FäUen gestattet folgende Modifikation des an- 
gegebenen Verfahrens eine rasche Bestimmung der Asymptoten 
einer algebraischen Kurve: Setzt man in der gegebenen Gleichung 
nten Grades y=^zx und dividiert dieselbe durch a;", so wird sie 
im allgemeinen folgende Form annehmen: 

y (^) + — y 1 (^) + -2 ^2 W + . . . = 0. 
Wenn nun —=^z für x = co einer endlichen Grenze m zu- 

X 

strebt, so hat man zur Bestimmung derselben die Gleichung 
lim (p{z)=z^ (m) =^ 0. 



— 170 — 

Substituiert man hierauf 

z = m -\ 

X 

in die obige Gleichung und entwickelt die Funktionen y (^), y^ (z), 
«»o (^), . . . nach steigenden Potenzen von — , multipliziert die sich 

X 

ergebende Gleichung mit x und macht a; i= oo , so erhält man eine 
Beziehung zwischen m und n ^== lim f = lim (y — mx)y aus welcher 

(X:= od) (x= od) 

sich für jedes bestimmte m im allgemeinen ein bestimmter Wert 
für n ergibt. Die Gleichung der betreffenden Asymptote lautet 
dann y=zmx-\-n. 

Den hier angegebenen Methoden liegt die Voraussetzung zu 
Grunde, dass die Gleichung, aus welcher die Grenzwerte des Ver- 
hältnisses -^ = 2r zu bestimmen sind, keine mehrfachen Wurzeln 

X 

besitze. Aus dem Angedeuteten ist jedoch leicht ersichtlich, wie 
die Untersuchung in denjenigen Fällen weiter zu führen wäre, wo 

in den Gleichungen — ^ = und y (m) = mehrfache Wurzeh 

X 

auftreten. 

Höchste und tiefste Punkte. Für einen aus der Gleichung 
f (x) = bestimmten Wert x=^xo erreicht die Ordinate der Kurve 
yz=:f{x) einen grössten oder kleinsten Wert, je nachdem die erste 
der folgenden Ableitungen f" {x), f" (x), . . . , welche im x = xq 
nicht verschwindet, von gerader Ordnung und negativ oder von 
gerader Ordnung und positiv ist; dagegen tritt weder ein Maxi- 
mum, noch ein Minimum ein, wenn die erste mcht verschwindende 
Ableitung von ungerader Ordnung ist. 

Konvexität und Konkavität. Eine Kurve ist im Punkte 
X, y nach der positiven Seite der F-Axe konkav oder konvex, 

je nachdem für diesen Punkt y-|SO ist. 

(m X 

Unter dem Kontingenzwinkel einer Kurve versteht man 
den Winkel, den zwei benachbarte Tangenten, also auch zwei 
benachbarte Normalen der Kurve mit einander bilden; er ist gleich 
dem Differential da des Winkels a, den die Tangente mit der 
positiven Z-Axe einschliesst. 
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Man findet für rechtwinklige Koordinaten 

ds ds \d8y d8\ds) ds ds^ de ds^ 

Berührung der Kurven. Wenn zwei Kurven in einem 
gemeinsamen Punkte noch eine gemeinschaftliche Tangente be- 
sitzen, so berühren sie sich in diesem Punkte. Die Art der Be- 
rührung kann jedoch eine sehr mannigfache sein. Beschreibt man 
in dem betrachteten Punkte einen Kreisbogen mit dem an der 
Grenze unendlich kleinen Radius r und bezeichnet dasjenige Stück 
desselben, welches zwischen den gegebenen Kurven liegt, mit er, 

so kann man das Verhältnis — nach steigenden Potenzen von ?• 

entwickeln, wodurch man etwa erhalten wird 

r 
Man nennt nun Ordnung der Berührung oder des Kontaktes 
der beiden Kurven in dem betrachteten Punkte den niedrigsten in 
der obigen Entwickelung auftretenden Exponenten von r. 

In dem Falle, wo die als Funktionen der Abszisse betrach- 
teten Ordinaten beider Kurven in der Nähe des gemeinschaftlichen 
Punktes eine Entwickelung nach dem Taylor'schen Lehrsatz ge- 
statten, erhält diese Definition folgenden, für die unmittelbare An- 
wendung geeigneten Ausdruck: Zwei Kurven gehen in einem be- 
stimmten Punkte, welcher für keine derselben ein singulärer ist, 
emen Kontakt nter Ordnung mit einander ein, wenn für diesen 

d ti d"^ u 

Punkt die Ordinate und die n ersten Ableitungen y, -=^, . . . -z-^ 

CHX/ (X/CO 

für beide Kurven gleich sind, während die (w + 1) ten Ableitungen 
verschiedene Werte haben. Dabei haben die Kurven (n + 1) be- 
nachbarte Punkte mit einander gemein und schneiden sich in dem 
betreffenden Punkte gegenseitig oder berühren sich, ohne einander 
zu schneiden, je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl ist. 
Vorausgesetzt wird hierbei, dass die beiden Kurven gemeinsame 
Tangente nicht parallel der F-Axe sei. 

Der Krümmungskreis einer Kurve im Punkte rr, y hat 
ausser dem Punkte x, y im allgemeinen noch zwei benachbarte 
Punkte mit der Kurve gemein. Sein Badius q heisst der 
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Krümmungsradius und sein Mittelpunkt der Krümmungs- 
mittelpunkt. Der letztere kann auch als der Durchschnitt zweier 
benachbarten Normalen betrachtet werden. Einige der gebräuch- 
lichsten Ausdrücke für den Krümmungsradius in rechtwinkligen 
Koordinaten sind: 

d£ dj^ d$^ 

^'"^"^iKd^y — dyd»a;~"^(d2i)8-j-(d2y)2_(da5)2~ 

ds 



Wird X als unabhängige Veränderliche betrachtet, so ist 



[ 



i+fö)T 






und für die Form F{x,y)^0 der Kurvengleichung wird 

Bezeichnet man die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 
für den Punkt x, y mit X, Y, so ist 



V ^y xr I ^^ 



,+(w x+m 



oder 



dx^ dx^ 

Evolute und Evolvente. Der geometrische Ort der 
Krümmungsmittelpunkte einer Kurve heisst die Evolute (d6veloppee) 
der gegebenen Kurve, während die gegebene Kurve selbst die 
Evolvente (developpante) der letzteren genannt wird. Sind die 
Koordinaten x, y eines beliebigen Punktes der gegebenen Kurve 
durch eine dritte Veränderliche t ausgedrückt, so werden auch die 



Koordinaten X und T eines Punktes der Evolute im allgfemeinen 
als Funktionen derselben Veränderlichen erscheinen. Gelingt es, 
in diesem letzteren Falle die Grösse t, oder in dem Falle, wo x 
die unabhängige Veränderliche ist, mit Hülfe der Gleichung der 
gegebenen Kurve die Grössen x und y zu eliminieren, so erhält 
man eine Gleichung zwischen X und Y für die Evolute. 

Die Normale der Evolvente ist zugleich Tangente der Evo- 
lute. Ferner folgt aus der leicht zu beweisenden Gleichung 
d[pz=^dX* + dF2, dass die Bogenlänge zwischen zwei Punkten 
der Evolute gleich dem Unterschied der zu diesen Punkten ge- 
hörigen Krümmungsradien der Evolvente ist. Man kann sich daher 
die Evolvente entstanden denken durch Abwickelung eines unaus- 
dehnbaren Fadens, welcher in jeder seiner Lagen Tangente an die 
Evolute ist. 

Wenn die Gleichung der Evolute gegeben ist, so findet man 
für den dem Punkte X, Y entsprechenden Punkt der Evolvente 
die Gleichungen 

^ aäX ^ a^^ 

wo 8 die Bogenlänge der Evolute bezeichnet, gezählt von dem 
Punkte an, in welchem die Abwickelung beginnt, bis zu dem Punkte 
X, Y. Können mit Hülfe der Evolutengleichung die Grössen X 
und Y eliminiert werden, so erhält man eine Gleichung zwischen 
X und y für die Evolvente. 

Singulare Punkte. Diejenigen Punkte, in welchen die 
Kurve von der Konvexität zur Konkavität übergeht und umgekehrt, 
heissen Inflexions- oder Wendepunkte. Für einen aus der 
Gleichung f" (x) = bestimmten Wert a von x tritt jedesmal ein 
Wendepunkt ein, wenn von den Ableitungen f" (x), f^ (x) etc. die 
erste für a; = a nicht verschwindende von ungerader Ordnung ist. 
Die Tangente in einem Wendepunkte (Wendetangente) hat daher 
mit der Kurve stets eine ungerade Anzahl (wenigstens drei) benach- 
barte Punkte gemein und schneidet die Kurve. In einem solchen 
Punkte ist der Krümmungsradius unendlich gross, und man kann 
somit in manchen Fällen zur Bestimmung der Wendepunkte einer 
Kurve eine der Gleichungen benutzen, die erhalten werden, indem 
man die Nenner der verschiedenen Ausdrücke für q gleich Null setzt. 
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Ein Punkt, in welchem sich zwei oder mehrere Zweige einet 
Kurve schneiden, heisst ein Doppelpunkt, resp. ein mehrfacher 
Punkt der Kurve. Ist i^(a?, y) = die- Gleichung einer Kurve 
und wird vorausgesetzt, es lasse sich die Funktion F{xyy) nach 
ganzen positiven Potenzen von x — x^ und y — y^ entwickeh, 
wo xq und t/o zwei beliebige spezielle Werte der Veränderlichen 
X und y bedeuten, so kann nach dem Taylor'schen Satze ge- 
schrieben werden 

F{x,y) = F(x^,y,)-^{x-x,){^ + {y-y^)(^ + 

+ <!'-!'«'(¥ä) ] + •••=»■ 

Wenn dann F{xQyy^=^0 ist, so ist der Punkt xo^ya ein 
Punkt der Kurve, und die Tangente in diesem Punkte hat die 
Gleichung 

Hat man ausserdem noch [%—] = und (S— ) = 0, so ist 

der Punkt xo, yo ein Doppelpunkt. Jede Gerade durch den 
Doppelpunkt kann in gewissem Sinne als Tangente angesehen 
werden; die Kurve besitzt aber ausserdem im allgemeinen noch zwei 
eigentliche Tangenten, welche beide zugleich durch die Gleichung 

+(y-2/o)^(¥l)=o 

dargestellt werden. 

Ihre trigonometrischen Tangenten sind: 









^y 



Je nachdem die beiden so bestimmten Tangenten reell und 
verschieden, reell und zusammenfallend oder imaginär sind, ist der 
Punkt xo, yo ein gewöhnlicher Doppelpunkt, ein Kückkehr- 
punkt (Spitze), sofern in diesem Punkte nicht Selbstberührung 
der Kurve stattfindet, oder ein isolierter oder konjugierter 
Punkt (Einsiedler). Verschwinden für x-=xq, y = yQ auch 
noch die zweiten Ableitungen, so ist der Punkt ein dreifacher, 
und die gleich Null gesetzten Glieder dritter Ordnung ergeben die 
zugehörigen Tangenten, ü. s. f. 

Das Auftreten eines singulären Punktes ist daher im allge- 
meinen an die Bedingung geknüpft, dass gleichzeitig 

F{x,y) = 0, 1^=0 und |^=0 

sei. Genügen die Werte xo, yo diesen drei Gleichungen, so lässt 
sich das Verhalten der Kurve im Punkte xo, yo auf folgende Weise 
ermitteln: Man denkt sich den Punkt xoy yo mit einem kleinen 
Kreise vom Radius q umgeben und bestimmt die Punkte, welche 
dieser Kreis mit der zu untersuchenden Kurve gemein hat, d. h. 
man setzt in die Gleichung der Kurve F {x, y) = 

und sucht diejenigen Werte von (p, für welche F{iQy (f) verschwindet. 
Dabei wird es im allgemeinen hinreichen, nur die Glieder niedrigster 
Dimension in (>, welche nicht identisch verschwinden, zu berück- 
sichtigen. Die Anzahl und gegenseitige Lage dieser gemeinsamen 
Punkte lässt dann im allgemeinen beim Übergang zu einem un- 
endlich kleinen q die Natur der Kurve in diesem Punkte erkennen. 
Zur Bestimmung der Gestalt singulärer Kurvenelemente kann 
in manchen Fällen auch folgende Methode mit Vorteil angewendet 
werden: Wenn xo, yo die Koordinaten des singulären Punktes sind, 
so denke man sich die Tangente in diesem Punkte zur Abszissen- 
axe und die Normale zur Ordinatenaxe eines neuen rechtwinkligen 
Koordinatensystems gewählt und entwickle x und y nach steigenden 
Potenzen einer dritten unabhängigen Veränderlichen t, so dass man 
etwa erhält: x — xo=^af'-\-ax r+^ + . . . , 

wo n>wi ist und a und h von Null verschieden vorausgesetzt 
werden. Dann können vier Fälle eintreten: 
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1) Wenn m eine ungerade und n eine gerade Zahl ist, so 
liegt in der Nähe des Punktes xo, yo die Kurve auf derselben 




Seite der Tangente und auf beiden Seiten der Normale, und die 
Singularität besteht darin, dass die Tangente mit der Kurve einen 
Kontakt von höherer als der ersten Ordnung bildet. 

2) Wenn m und n ungerade Zahlen sind, so liegt die Kurve 




>T 



ZU beiden Seiten sowohl der Tangente, als der Normale, und der 
Punkt xo, yo ist ein Wendepunkt. 

3) Ist m eine gerade, n aber eine ungerade Zahl, so liegt 
die Kurve auf beiden Seiten der Tangente, aber auf derselben 




IW - 



Seite der Normale. Die Kurve bildet in diesem Falle im Punkte 
rc0, j/Q eine Spitze erster Art. 

4) Wenn endlich m und n gerade sind, so liegt die Kurve 
sowohl auf derselben Seite der Tangente, als auch auf derselben 




Seite der Normale, und besitzt in dem betrachteten Punkte eine 
Spitze zweiter Art oder einen Schnabel. 

Polarkoordinaten. Wenn die Gleichung einer Kurve in 
Polarkoordinaten jF(r,y) = oder r = f{g)) gegeben ist, so erhält 
man leicht sämtliche bisher angeführten Grössen mittelst der 
Transformationsformeln 

a; = rco8g), y = rsing), 
wobei r den Leitstrahl (Radius vector) und g> den Polar- 
winkel bedeutet. Es ist z. B. 

sin<^- + rcos5P ^,y_ r^ + 2(^J - r ^ 
dx^' 



dy 



dg) 



dx dr , ' dx^ f dr . \^ 

cos y ^ r sm y l cos y ^ r sin y I 

Femer wird das Bogendifferential 



der Kontingenzwinkel 
der Krümmungshalbmesser 

_ 



da 



ds 



^^+0^)'^=^ ''^^m- 



Sohnok«*! AttfgftbtBiammlnng. L 



d«r 
dy« 

12 
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Die S!oordiiiaten des Erfimmongsmittelpunktes siiid 

^^''^'v ;. /d,v — d»7 — 



Y=r Bin g>- 



['^+(s^)T[''°^''-""''^] 



Für die Untersuchung einer auf Polarkoordinaten bezogenen 
Eunre ist es häufig zweckmässig, den Winkel ^ in Betracht zu 
ziehen, den der Leitstrahl eines Punktes mit der durch den Punkt 
an die Kurve gezogenen Tangente bildet. Es ist 

sin ^ = ■■ , cos ^ = ^— , tang ^ = .. . 
ds da dr 

Errichtet man auf den Leitstrahl im Pole eine Senkrechte, 
welche die Tangente und die Normale der Kurve schneidet, so er- 
hält man, entsprechend den Bezeichnungen für Parallelkoordinaten, 
indem man an Stelle der Z-Axe die erwähnte Senkrechte setzt, 
die Polartangente, — normale, — subtangente, — sub- 
normale. 

Es ist 

^■="5f. ^ = 55- 

Wenn dem Werte y = a ein unendlich grosser Leitstrahl r 
entspricht, so besitzt die Kurve eine diesem Leitstrahl parallele 

Asymptote, falls für y = o die Subtangente ^ einen endlichen 

Wert behält. 
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§ 23. Beispiele. 

1. Allgemeine Angaben, 
a) Tangenten und Normalen. 

1) Aufg. Es ist zu zeigen, dass das Stück der Tangente an 
die Kurve a;^ -j» yi = ^1^ 

welches zwischen den beiden Eoordinatenaxen liegt, die konstante 
Länge a hat. 

2) Aufg. Welche Bedingung muss zwischen e und e^ bestehen, 
damit die Ellipse 



^J ^ = 1, wo €<1, 



mid die Hjrperbel 



aHl — e^ 



sich unter rechten Winkeln schneiden? 

Lös. Es muss a€ = Ä€ij d. h. die beiden Kegelschnitte 
müssen konfokal sein. 

3) Aufg. Betrachtet man in der Gleichung 

C als variablen Parameter, so soll für die durch diese Gleichung 
dargestellte Kurvenschar der Ort der Punkte bestimmt werden, in 
welchen die Tangenten der XAxe parallel sind. 

Lös. Der gesuchte Ort ist die Parabel x^ = 2py. 

4) Aufg. Auf welcher Kurve liegen die Punkte, in denen die 
Tangenten an die einzekien Kurven der durch die Gleichung 

^ „ . sina; + cosa? ^ 
y = Ce'-\ ^ 1 

dargestellten Kurvenschar mit der positiven X-Axe einen Winkel 
von 45^ einschliessen? 

Lös. Der gesuchte geometrische Ort ist die Kurve y = smx. 

5) Aufg. Wenn eine Kurve A längs einer zweiten Kurve B in 
derselben Ebene roUt, ohne zu gleiten, so beschreibt irgend ein 
mit der Kurve Ä fest verbundener Punkt eine EoUlinie oder 
Roulette, 

12* 
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Es soll gezeigt werden, dass die Normale in einem beliebigen 
Punkte der Roulette durch den entsprechenden Berührungspunkt 
der Kurven A und B geht. (Descartes.) 
6) Aufg. Es ist der Satz zu beweisen: Bei reziproken Kurven 
sind, wenn man den Pol als Ursprung eines Polarkoordinaten- 
systems nimmt, die Winkel, die ein Leitstrahl mit den Tangenten 
in seinen Schnittpunkten mit den beiden Kurven bildet, Supplement- 
winkel. 

Lös. Ist eine Kurve durch ihre Gleichung in Polarkoor- 
dinaten r = f{q>) gegeben, so ist bekanntlich die Gleichung der 
reziproken Kurve: 

%lf = 9, 9 = —y oderf = 

wobei B^ konstant ist. 
Es folgt 

lg(> = lgl2^ — Igr, 

?» r ' 
X — L 



/'(V) 



b) Asymptoten. 

Es sind die Asymptoten folgender Kurven zu bestimmen: 



7) Aufg. xy^ — x-\-2y 




Lös. x = Q, y = + l. 
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8) Aufg. y^ — Sy^x — yx^ + 2afi + y^ — 6xy + bx^' 
-2y + 2a:+l = 0. 

Lös. y=^x, y = — x — 2, y = 2jr + l- 



9) Aufg. xy^-\'yx^ = a^. 

Lös. a; = 0, y = 0, y = — x. 



10) Aufg. r cos y = a cos 2 y. 



n 



Lös. 9 = -2", a? = r cos 9 = — a. 





^^v A * 9 « sin3cp 

11) Aufg. r^ = a* 

^ ® cos 9 



TT 



Lös. 9 = -^, x = rcos9 = 0. 
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12) Aufg. r9 = a. (Hyperbolische Spirale.) 
LOS. y = rwig> = a. 

13) Aufg. r cos 2 9 = a. 




Lös. 9 = + -^, y±x=+-j=. 



c) Singulare Punkte. 

Man bestimme die Wendepunkte folgender Kurven: 
a — X 



14) Aafg, »=a'^qrff 



r 




Lös. 



{xi =—a, 
yi= «; 



a!4=o(2 + V3), 
_ a 1 + V3 
4 2+V3' 

Die drei Punkte liegen auf der Geraden 
y — « = — i (aj + a). 



yt = 



0^ = 0(2 — ^3), 

_ al-\(3 

•- 4 2-V3' 
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15) Aufg. y = 3x^ — 2x\ 




Lös. x = Oy y = 0; a; = l, y = l. 
Die Gerade y = ist eine fünfpunktig berührende Wendetangente. 
16) Aufg. x^ — axy — b^y = 0. (Trident von Newton.) 




7 g^ J" 



Lös. x = 0, y = 0. 

17) Aufg. y = 3a;5 + 5a!* — 10«« — 30«« + 4a; + 8. 
Lös. 05 = 4-1, y = — 20. 

Der Punkt a; = — 1, y = — 14 ist kein Wendepunkt, er hat 
eine vierpunktig berührende Tangente. 

18) Aufg. y = sin'a;. 



"\ 





'^ 



-^ 



Lös. x = n^, y = 0, wo n eine ganze Zahl bedeutet; 
a! = arctang(±\/2), y = (|)i. 
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19) Aufg. y = ^x — lAnx + ^sm2x. 

r 




Lös. Die Punkte a: = 2Ä:7r, y^zkn, wo k irgend eine 
ganze ZaM bedeutet, sind Wendepunkte, welche beziehungsweise 
mit den Geraden y=.kn fünf unendlich benachbarte Punkte ge- 
mein haben. Die Punkte a; = (2 & + 1) ^> y = — W~^ ^^^ ?^' 
wohnliche Wendepunkte. 

20) Aufg. r: J"' 



ag>^ 




Lös. r = ^, » = ±V3. 
21) Aufg. r = a9\ 

n 

Lös. r = a [— « (« + 1)]*", g> = [—n{n + 1)]K 
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Für n = — 1 verliert dieses Resultat seine Bedeutung. Die 



\ ergibt, nämlich r^ = — ist bekannt 

9 



Spirale, die sich für n = 

unter dem Namen Lituus. Sie besitzt einen Wendepunkt für 
r=a\f2, (p = Y. 

Wenn in den folgenden drei Gleichungen a einen variablen 
Parameter bezeichnet, so wird der geometrische Ort der Wende- 
punkte sämtlicher Kurven der durch diese Gleichungen gegebenen 
Kurvenscharen verlangt. 



22) 



Aufg. 
Lös. 



a?^ 



y = Y + asina:. 



X 



y=^ + i. 



23) Aufg. 
Lös. 

24) Aafg. 
Lös. 



y- 



2 «8 



yzizaef — 05* — 1. 

Es sind die Singularitäten folgender Kurven zu untersuchen: 

25) Aufg. a^ — 2 ay« — 3 a«y« — 2 a^a?« + a*;= 0. 

Lös. Die Kurve besitzt drei 
Doppelpunkte: 

r, dy .2 
x= a,y= 0;j^ = ±-j=, 

r. dy .2 
x = -a,y= 0;-^ = + -^. 
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26) Au£g. y* + ar* — 2ay» + 2ftaj«y = 0. 




Lös. Der Koordinatenanfangspunkt ist ein dreifacher Punkt. 
Die Tangenten an die drei Kurvenzweige sind bestimmt durch 

dx dx — ^ a 

27) Au£g. {x^ + y*)* — 4 a» x^ y« = 0. 

r 




Lös. Der Koordinatenanfangspunkt ist ein vierfacher Punkt. 
Die Koordinatenaxen sind die Tangenten an die vier Kurvenzweige. 

28) Aufg. a^+y — 2a^{x^ + y^ + a^ = 0. 
Lös. Dier vier Punkte 



X 



= 0. y = ±a;|| = ±Vi. 



x = ±a, y= 0;.|| = + V2 

sind Doppelpunkte. Wenn eine Kurve vierter Ordnung vier Doppel- 
punkte besitzt, so muss sie in Kurven niedrigerer Ordnung zer- 
fallen. Die vorliegende Kurve zerfällt in die beiden Ellipsen 
a;2 -)- ^2x y + y* — «^ = und x^ — yl2x y + y* — a' = 0. 
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29) Aufg. x^ + x^y^ — 6ax^y + a^y^ = 0. 




Lös. Die Kurve berührt sich selbst im Eoordinatenanfangs- 
ponkte, und die Z-Axe ist die gemeinsame Tangente der sich be- 
rührenden Kurvenzweige. 

30) Aufg. {by — cx)^ — {x — a)^ = 0. 

Lös. Die Kurve kann auch dargestellt werden durch die 
Gleichungen 

x = a-\-fiy 

CL C 

Der Punkt a; = a, y = -^ ist ein 




Die Tangente in diesem 
Punkte hat die Gleichung 

ac c . V 

Bezeichnet man die Koordinaten 
eines Kurvenpunktes in Bezug auf diese 

Tangente als Abszissen- und die zugehörige Normale als Ordinaten- 
aze mit S und fi, so hat man zu setzen 

ac c 



ac , b 
y — 'jr + — (x — a) 

t C - 

« = c. ,_^ . ^ , ij = 6. 



y-y 



(x — a) 



VftH^ 



y/WT' 



wodurch man erhalt 

A bc * + bJ' 1- 



e=- 



<6 



V6»+c2^ bc ' bJ ' yjs + c» 

Da hier m = 2, n = 5 ist (vergl. § 22), so bildet die Karre 
in dem betrachteten Punkte eine Spitze erster Art. 
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31) Aufg. y-b = ix — a)^ + (x — a)i. 
Lös. Setzt man x — o = <" = ij, 



T 



SO ist w = 4, « = 12. Folglich ist der Pankt a; = o, y = h ein 
Bäckkehrponkt zweiter Art; die Tangente in diesem Punkte ist 
der y-Axe parallel. 

32) Aufg. ir* — aa:«,'y — «»^« + -^^ = 0. 




Lös. Drückt man x und y als Funktionen der dritten Ver- 
änderlichen t aus, wonach z. B. 

x^a^y 

^ = rf2< = 2a«* + .... 
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so erkennt man, da m = 2, n = 4, dass die Kurve im Eoordinaten- 
anfangspunkte eine Spitze zweiter Art bildet. Die Z-Axe ist die 
zugehörige Tangente. 

33) Aufg. (y^ — x^^ — x^sinx = 0. 

Lös. Betrachtet man nur Punkte 
der Kurve, die in dem Intervall von 
x=0 bis x = n liegen, so findet man, 
dass im Koordinatenanfangspunkte sich 
vier Zweige der Kurve zu zwei Spitzen 



erster Art vereinigen. 



n 



Der Punkt x = -^y 




y = ist ein Doppelpunkt, dessen Tan- 
genten bestimmt sind durch die Gleichung 

dx — 4 ' 
34) Aufg. x = r{g> — smq>)y 

y = r (1 — cos g>). (Zykloide.) 
Lös. Entwickelt man sin 9) und cos g> nach steigenden ganzen 
Potenzen von 9, so wird 









Da hier w = 2, n = 3 ist, so sind der Koordinatenanfangs- 
punkt und die Punkte x = 2k7r, y = 0, wo k irgend eine ganze 
Zahl bezeichnet, Rückkehrpunkte erster Art. Die Tangenten in 
diesen Punkten sind der F-Axe parallel. 
35) Aufg. a^y^ — 2a^{a + x)xy + a{a'\-x)^x^ — x^ = 0. 

Lös. Zunächst kann man schreiben 
x=^at\ 

y = a(<» + «* + ««), 
und man erkennt, dass der Anfangspunkt der 
Koordinaten ein singulärer Punkt ist. Wählt 
man hierauf die Tangente in diesem Punkte 
y — x = und die Normale y-{-^ = zu 
neuen Koordinatenaxen, so erhält man mittelst 
der Formeln 




löö - 



V2 ' 



._y— a? 



A^ 



Die Kurve besitzt somit im Ponkte x = 0, y = eine Spitze 
zweiter Art. 

36) Aufg. (y + a; + i)« = (l— a;)». 

Lös. Werden die Koordinaten eines Punktes der Kurve aus- 
gedrückt durch eine dritte Veränderliche t 

« — 1 = — <«, 

so ergibt sich, dass der Punkt a = 1 , y = — 2 
ein singulärer ist. Die Tangente in diesem Punkte 
hat die Gldchung (y + 2) + (a — 1) = 0. Macht 
man nun diese Tangente zur Abszissen-, die zu- 
gehörige Normale zur Ordinatenaxe eines neuen 
Koordinatensystems vermittelst der Formeln 




_ (y+2)+(x-i) 



so wird 



._ -(y + 2) + (a;-l) 

V2 



2 <« -f <6 <«* 



und man erkennt, dass die Kurve in dem betrachteten Punkte eine 
Spitze erster Art besitzt. 

37) Äufg. y^ + aa^ — b^xy^ = 0. 

Lös. Im Eoordinatenanfangspankt 
besitzt die Kurve einen dreifachen Punkt, 
einen Wendepunkt und eine Spitze 
erster Art. 

Anmerkung. Die meisten in dieser 
Nummer enthaltenen Kurven finden sich 
in dem Werke von Cramer: Introducüon 
ä Tanalyse des lignes courbes. (Genf 1750.) 
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d) Berührung der Kurven. 

38) Auf g. Man zeige, dass sich sämtliche Kurven, deren Gleichung 

ist, indem n verschiedene konstante Werte beigelegt werden, in 
dem Punkte a, 6 berühren. 

39) Auf g. Man bestimme die Parabel, deren Axe der Ordinaten- 
axe parallel ist und welche mit der Kurve 

im Punkte a? = a, y = a einen Kontakt von möglichst hoher Ord- 
nung bildet. 

Lös. Die Gleichung der Parabel ist 

(^-TT=T(y-T)- 

40) Aufg. Es ist zu zeigen, dass der Kreis 

^2 + y2__6(a; + y) + 10 = 
und die Kurve 

im Punkte x = y=l einen Kontakt dritter Ordnung mit einander 



41) Aufg. Es sollen die beiden Parabeln bestimmt werden, 
deren Axen den Koordinatenaxen parallel sind und welche im 
Punkte x = a, y = 2a mit dem Kreise a?^ + y^ = 5 a^ einen Kon- 
takt zweiter Ordnung bilden. 

Lös. Die Gleichungen der gesuchten Parabeln sind 



und 






42) Aufg. Es ist der geometrische Ort der Mittelpunkte der- 
jenigen Ellipsen zu bestimmen, deren Axenrichtung bekannt ist 
ond welche mit einer gegebenen Kurve in einem gegebenen Punkte 
derselben einen Kontakt zweiter Ordnung bilden. 
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Lös. Der gesuchte Ort ist eine gleichseitige Hyperbel, 
welche durch den gegebenen Punkt geht. 

43) Aufg. Von welcher Ordnung ist die Berührung der beiden 
Kurven 

a; = 2(y — siny)) , ,^ .2 

^ ;; %\ und y = (S x)^ 

y = 2 (1 — cos y) I ^ "^ ' 

im Koordinatenanfangspunkte? 

Lös. Die Ordnung des Kontaktes ist |. 

44) Aufg. Von welcher Ordnung ist die Berührung der beiden 
Kurven 

y = x^ und y = x^ 
im Koordinatenanfangspunkte? 

Lös. Die Ordnung des Kontaktes ist |. 

(In dem Werke: Trait6 de calcul diff. et de calc. integral 
von J. Bertrand wird im I. Teil, pag. 571 irrtümlich i als Ord- 
nung des Kontaktes angegeben.) 

e) Krümmungsradien und Evoluten. 

45) Aufg. Man bestimme die Asymptoten der Evolute der Kurve 

y = tangrc. 

46) Aufg. Wird der Krümmungsradius in irgend einem Punkte 
einer Kurve mit q bezeichnet, so soll bewiesen werden, dass der 
Krümmungsradius der Evolute dieser Kurve in dem entsprechenden 

Punkte 0-j^ ist. 

47) Aufg. Man berechne den Krümmungsradius der Kurve 

r = a sin 2 9). 

t;.o (4 a« — 3r»)^ 

Lös. 9= 8a«-3r« ' 

48) Aufg. Man bestimme den Krüm- 
mungsradius für die Pascal'sche Schnecke, 
r = a + 6 cos y. 

,.^ (6« + 2ar — a«)* 
Lös. Q = ^ h-öT« OS • 




49) Aufg. Es soll die Evolute der logarithmischen Spirale 

r = a**-y 
gefanden werden. 

Lös. Bezeichnet p den Abstand des Poles von der Tangente 
in einem beliebigen Punkte der Kurve, so kann die Gleichung der 
Kurve auch geschrieben werden in der Form 

r 



P 



Wenn r und p dieselbe Bedeutung für die gesuchte Evolute 
haben, wie r und 2> für die gegebene Kurve, so hat man die 
Beziehungen 

p'2 :::^ ^2 — p2^ /* = r^ -|- ^2 — 2 p Qy Q = r -j- . 

dp 
Führt man für ^ seinen Wert ein, so erhält man 
, r 

d. i. die Gleichung einer Spirale, welche der vorgelegten ähnlich ist. 

50) Aufg. Es soll bewiesen werden, dass in solchen Punkten 
einer gegebenen Kurve, in welchen der Krümmungsradius einen 
grössten oder kleinsten Wert erreicht, der Krümmungskreis mit 
der gegebenen Kurve einen Kontakt dritter Ordnung bildet. 



2. Kegelschnitte. 
51) Aufg. Es soll die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte 
untersucht werden. 

Lös. Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes ist 
y^ = 2px^^nx^y 
wo für den Fall, dass n = wird, die Gleichung y^ = 2px die 
der Parabel ist; y^=z2px — nx^ ist die Gleichung der Ellipse 
und y^=^2px-\-nx^ die der Hyperbel. Die Grösse 2p heisst 
der Parameter der Kurve und ist die durch den Brennpunkt gehende, 
auf der Hauptaxe senkrecht stehende Sehne. 

Heissen a und b resp. die halbe Haupt- und Nebenaxe der 
Ellipse und Hyperbel, so ist 

Sohnok«*s Aiifg»b»ni>mni1nng. I. 13 
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p = — und n = -^=— . 

dy jp + na? 

dx y 

Die Gleichung der Tangente an einen Punkt {x\ y") ist 

y — y =^-^» {x — xy 

Für a; = wird t/ = ^-?-; hieraus die einfache Konstruktion 

y 

einer Tangente im Punkte (a;', y') eines Kegelschnittes. Der Aus* 

druck y = ^^ wird für die Parabel = i y'. Da für y' = od auch 

y = oo ist, so hat die Parabel keine Asymptote. Für die Ellipse 
und Hyperbel ist 

px p 

^~ ±}/2px' + nx'^~ _^l^^' 

— V ic' • 

Für x=(x> erhält man nur bei der Hyperbel den Grenz- 
wert y = —^-j= = + by wenn man für p und n die oben an- 



gegebenen Ausdrücke einsetzt. Es hat also die Hyperbel zwei 
Asjrmptoten. Setzt man in der obigen Gleichung der Tangente 
a?' = 00 und y = 0, so erhält man bei der Hyperbel das zu y = 
gehörige x = — a. 

Die Gleichungen der Asymptoten der Hyperbel sind also 

1—^ = 1 und -1—^ = 1. 
a a 

Für die Parabel ist die Gleichung der Tangente: 
y — y=—»{x — x) oder: yy=p{x + x); 
die Gleichung der Normale: 



y — y'=—^ix—x'). 



P 
N=^p{2x' -\-p) =^y'«-|-j)2, 8n=p, also konstant. 
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t)ie Koordinaten des Erümmiingsniittelpünktes sind 
X=3x-{-py 



T=-^ 



ni ' 



?=- 



Der KriimniTingshalbmesser ist 
(2a;'+j,)l_ 



(y'^+v^^. 



N* 



Die Gleichung der Evolute wird 



F« 



_ , (X-p)» 



TT 




Ist die Gleichung der Parabel 
x^=2pyy so ist 

^- — p"' ^- p ' ?- p 
Die Gleichung der Evolute ist: 

Y—p = ipix^. 



Die Gleichung der EJlipse und Hyperbel, bezogen auf deren 
Mittelpunkt als Anfangspunkt, lautet: 



^4-^ — 1. dy_^'^x 



Für einen Punkt {x\ y) der Kurve ist die Gleichung der 
Tangente 

b^x , r. 

y—y = + ^^'(^— ^^ 
oder 



a^y 



a2 — 62 — ^• 

Diese Gleichung gilt sowohl für ein rechtwinkliges, als auch 
für ein schiefwinkliges Koordinatensystem. 

Für y = wird xx^=a^. Die Konstruktion der Tangente 
an eine Ellipse oder Hyperbel in einem gegebenen Punkte (a;', y) 
derselben und ebenso von einem gegebenen Punkte ausserhalb 
derselben ist hiernach leicht. Um die letztere Aufgabe zu lösen, 

13* 
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lege man durch den gegebenen Punkt die Z-Aze, sucke zu der- 
selben mit Hülfe einer bekannten Eigenschaft konjugierter Durch- 
messer die F-Aze und konstruiere die Abszisse des Berährungs- 
punktes der gesuchten Tangente mittelst der Gleichung 



X 



X 



Die Gleichung der Normale ist für das rechtwinklige Koor- 
dinatensystem 



oder 






Für den Kreis ist h =- a, also der Ausdruck rechts = 0, 
d. h. die Normale geht durch den Mittelpunkt des Kreises. Setzt 
man in der Gleichung der Normale y=^0, so ist das zugehörige 



_ . a^+6^ _ 



x = x 



x'e^y wenn e die Exzentrizität der Ellipse oder 



Hyperbel bedeutet. 
Es ist femer 



8n= + 



^ b^ 



t2_ 



iX 



X' 



X 



Die Subtangente ist also unabhängig von h. 



Für den Krümmungsradius ergibt sich 

_ {a^y^ + b^x^^ 

Die Koordinaten des Mittelpunktes 
der Krümmung ergeben sich aus 
,, y_ {a^y^'\-b^x^y 
y-^-^ S«6i — » 

Die Gleichung der Evolute der Ellipse 
und Hyperbel ist, wenn a^ + J« = ^2 gesetzt wird, 
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Die Gleichung der Hyperbel in Bezug auf die Asymptoten ist 
a2 4-fc2 dy__y^ 
"^y- 4 ' dx— X ' 
wo das Koordinatensystem im allgemeinen ein schiefwinkliges ist. 
Die Gleichung der Tangente ist 

— + -i^— 1 
2x^2y'~ ' 

wonach sich dieselbe leicht kon- 
struieren lässt. 

Ä = — x. 

Eine andere Darstellungsweise 
der Ellipse besteht darin, dass man 
die rechtwinkligen Koordinaten eines 
beliebigen Punktes der Kurve durch 
eine dritte Veränderliche g> aus- 
drückt: 

x = acosg>, y = bsmg>. 

Ebenso kann die Hyperbel dargestellt werden durch die 

Gleichungen 

a; = asecy, y^&tangg). 

Man führe die den vorhergehenden analogen Untersuchungen 
für diese Darstellungsweise der Ellipse und Hyperbel aus. 




3. Höhere algebraische Kurven. 
52) Aufg. Es sollen die hingehörigen Stücke 
für die unter dem Namen der Zissoide des 
Diocles bekannten Kurve bestimmt werden. 
Lös. Ein beliebiger Punkt der Kurve 
wird auf folgende Weise gefunden: An einen 
Kreis vom Radius r werden zwei parallele 
Tangenten AB und CD gelegt und vom 
Berührungspunkt der Tangente ^J3 aus 
wird eine beliebige Sekante gezogen. Der 
Schnittpunkt der letzteren mit der Tangente 
CD sei E. Wenn man nun von E aus 
rückwärts auf die Sekante die Länge der 
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Sehne, welche von der Sekante durch den Kreis al 
wird, abträgt, so ist der zweite Endpunkt dieser Strecke, P, ein 
Punkt der Kurve. Wählt man die Verbindungsgerade der Be- 
rührungspunkte beider Tangenten zur X-Axe, die Tangente AB 
zur Y-Axe, so lautet die Gleichung der Zissoide: 

a?* = y*(2r — x)] 
ihrer Tangente: 






ihrer Normale 

__2 



2y'{2r — x') , .. 

y—y = — a_'8 1 ..'8 (x—xy. 



8, 



_ x'i2r — x) ^_ x'r /8r—3x' 

- Sr-x' ' ^~ 3r — x'\ 2r — x' ' 



„ _ x*(Sr—x') ^j_ rx'y/x'(ßr — Sx') 

*"~ (2r—x)* ' ^~ (2r-x')^ 
Der Ertimmangshalbmesser wird 

__^ ryfx(ßr — Sx)^ 
^~— Si2r — xV ' 
wobei das obere Zeichen dem oberen, das untere dem miteren 
Zweige der Karre entspricht. 

Die Koordinaten des Krümmnngsmittelpunktes: 
y_ 8ry/x _»ry' 

3V27::rZ~* X ' 

y r g' (12 r — 5 x') 

^~ 3(2r — a;)« ' 

Gleichung* der EiVolute: 

27 r< + 1152 r« r» + 4096 r » Z = 0. 
Die Kurve besitzt im Anfangspunkt der Koordinaten ein«i 
Rtickkehrpunkt der ersten Art; die Tangente in diesem Funkte ist 
die Z-Axe. Die Qerade a; = 2 r ist eine Asymtote der Kurve. Da 
d«y_ , 3r« 

d«' ~^x{2r — xf 
immer dasselbe Zeichen wie die Ordinate y hat, so kehrt die Koire 
stets ihre konvexe Seite der Z-Axe zu. 
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Ö3) Aufg. Es soll die Lemniskate untersucht werden. 

Lös. Eine Entst^hungsweise der Lemniskate ist folgende: 
Fällt man von dem Mittelpunkte einer gleichseitigen Hyperbel auf 
die Tangenten dieser Kurve Lote, so ist der geometrische Ort 
dieser Fusspunkte die unter dem Namen Lemniskate bekannte 
Kurve, deren Gestalt die einer liegenden Acht ist. 

Die Gleichung der gleich- 
seitigen Hyperbel sei x^ — y^=:(j?\ 
die Gleichung der Tangente ist 

1) a;a^ ~-j/j/i=a^, 
die Gleichung der vom Mittel- 
punkte auf die Tangente gefällten 
Senkrechten 

2) a5yi + yaJi=0. 
Durch Verbindung der beiden 
Gleichungen (1) und (2) mit der 

Gleichung x\ — yf = a^ erhält man die Gleichung der Lemniskate: 
(a;2 + y«)2 _ a« (a?« — y«) = 0. 
Wählt man Polarkoordinaten, so wird 

r* = a^ cos 2 y. 
Hieraus ergibt sich 




Ay a;.(a^ — 2a?^- 



cosy.(l — 2cos2y), 



Hx y,(a2 + 2x2 + 2j/2) sin y. (1+2 cos 2y)' 
dr asin29> ^ 1 dr 



d^ 



Vcos 2 9) 
1 Ar 



r dg> 



= — tang 2 q>. 



Die Grösse — ^ ist die trigonometrische Tangente des 

Winkels, welchen die Normale mit dem Radius vector bildet. Aus 
der letzten Formel folgt, dass dieser Winkel doppelt so gross ist, 
als der Winkel, den derselbe Badius vector mit der Abszissenaxe 
einschliesst. 

Der Krümmungshalbmesser wird 



Q = + 



3Va:'2 + y'« 3Vcos2 9) 3r" 
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Die Koordinaten des Erümmongsmittelpanktes: 

Y— y (^^ — a?'^ — y') _ 2a . sin^y , 
" 3 (a?'2 + y«) ~ sVcösYy ' 

„_ X (g^ + ^"^ + y'^) _ 2a.cos^y 
Die Gleichung der Evolute wird 

3(z*+r*)(z*-r«)*=2«. 

Da in der Gleichung der Lemniskate (in rechtwinkligen Koor- 
dinaten) das konstante Glied und die Glieder erster Ordnung fehlen, 
so besitzt die Kurve im Nullpunkte einen singulären Punkt und 
zwar einen Doppelpunkt. Die gleich Null gesetzten Glieder 
zweiter Ordnung a?^ — y> = liefern die Tangenten an die beiden 
Kurvenzweige, welche sich in diesem Punkte schneiden. 

Der Nullpunkt ist für beide Zweige ein Wendepunkt. 

Man bestätige, dass die höchsten und tiefsten Punkte der 

Lemniskate auf dem Kreise ic* + y^ = "ö" liög^fi- 

Zusatz. Die Grundlinie eines Dreiecks ist gegeben. Man 
soll den Ort des Scheitels finden, wenn das Produkt der Seiten 
dem Quadrate der halben Grundlinie gleich ist. 

Auflösung. Der Ort ist eine Lemniskate von der Form 
(a;2 + y2)a + 2»i2 (y« — a:«) = 0. 

Die halbe Axe der Lemniskate ist also = 9n\/2. 

Die Aufgabe lässt sich noch allgemeiner fassen. Gegeben 
seien die „Brennpunkte** F und F' in fester Lage mit der Ent- 
fernung 2 a. Es soll der Ort der Punkte bestimmt werden, für 
den das Produkt seiner Entfernungen von den Brennpunkten gleich 
der Konstanten c^ ist. 

Nimmt man FF' i!i& Abszissen, die Mittelsenkrechte darauf 
als Ordinate, so wird die Kurvengleichung 

(a;2 + y^^"-2aMa?^ — y^) = c* — a*. 
Lässt man c variieren, so erhält man die in der Optik 
wichtigen „Cassini'schen Kurven**. Ist c^=^a, so erhält man als 
Speziidfall die Lemniskate. 
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54) Aufg. Untersuchung der Eonchoide des Nicomedes. 

Lös. Denkt man sich eine gerade Linie und zwar, um die 
Begriffe zu fixieren, in horizontaler Lage, unterhalb derselben in 
der senkrechten Entfernung b einen Punkt, den man den Pol der 
Eonchoide nennt; zieht man alsdann von diesem Pol aus gerade 
Linien durch die feste Gerade und schneidet auf ihnen oberhalb 
und unterhalb des Durchschnittspunktes eine konstante Grösse a 



■ ftjiii^:::»::^^^, :;;:::„.. r 




ab, so erhält man dadurch zwei Punkte, welche respektive zur 
oberen und unteren Konchoide gehören. Nimmt man die gegebene 
feste Gerade zur Z-Axe, die von dem Pol auf diese gefällte Senk- 
rechte zur F-Axe an und zwar so, dass zur oberen Konchoide die 
positiven Werte der y gehören, zur unteren dagegen die negativen, 
so wiM die Gleichung der Konchoide 



y^x^ 



oder 
oder 



y '^ _1_ ^y2 — ^2 



y* + 2 6y8 + (a;« + 6« — a«)t/»— 2a«6t/ — a«6« = 0, 



X 



~ y 



y 



Für das obere Zeichen -|- ist alsdann 
dy_ y^yja^ — y^ . 

dx y' + a* 6 * 

<Z«y_ a''y»(2on — y» — 36i/«) 
dx*~ (i/8 + a2&)8 

Die Gleichung der Tangente ist 



y-y = - y\j^aH •(^-^^' 
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die Gleichung der Normale ist 



y — y = , =F= • (3? — X). 



^^ ay/y'^ + 2by'^-^aH^ ^^ y^-^aH 

Der Krümmungshalbmesser wird 

_ aiy'^ + ^hy^-^-a^h^^ 
^~y'H2aH — y^ — 3by'^' 
Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 
b\aH^-y^(l/'^ — Sa^y—3aH)] 
^- y^[2an-y^-3by'^] 

Die Z-Axe ist eine Asymptote der Kurve. 

Der zweite Differentialquotient = gesetzt, gibt 
y3 + 36y2 — 2a26 = 0. 
Die Wurzeln dieser kubischen Gleichung geben die Ordinaten der 
Wendepunkte, welche aber hinsichtlich ihrer Realität näher zu 
untersuchen sind. Hierbei stellt sich eine Verschiedenheit heraus, 
je nachdem & grösser als a, oder b kleiner als a ist. Der Punkt 
x = 0, y = — b des unteren Zweiges der Kurve ist ein Doppel- 
punkt, oder ein Eückkehrpunkt erster Art oder ein isolierter Punkt, 
je nachdem b^a ist. 

Anmerkung. Wenn man auf der ursprünglich als fest an- 
genommenen Geraden eine Ellipse so fortschiebt, dass ihre grosse 
Axe stets in dieser Linie liegt und von dem angenommenen Pol 
der Konchoide gerade Linien durch den Mittelpunkt der Ellipse 
zieht, so werden die beiden Durchschnittspunkte in der Peripherie 
der Ellipse Punkte einer Kurve, die man elliptische Konchoide 
nennt. Ebenso erhält man auch eine parabolische und eine 
hyperbolische Konchoide. Wo vorhin die vom Pol ausgehende 
gerade Linie durch den Mittelpunkt der Ellipse gezogen wurde, 
wird sie bei den beiden letzteren durch einen beliebig angenommenen 
Punkt der bezüglichen Axe zu ziehen sein. 
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55) Aufg. Es soll das Folium von Descartes untersucht 
werden. 

Lös. Die Gleichung dieser Kurve ist 

aj3 ^ y3 — ^ ^ y __. 0. 
Hieraus folgt 

dy 3 a?^ — ay 

dx 3y^ — ax 

Der Anfangspunkt der Koordinaten ist ein 
Doppelpunkt, und die Koordinatenaxen sind die 
Tangenten in demselben. Die Kurve besitzt eine (blattförmige) 




Schleife und zwei unendliche Äste. 

Der höchste Punkt des Blattes 



Die Gerade y = — x — ^- 



ist eine Asymptote der Kurve, 
hat die Koordinaten 

aj = iV2.a = a.0,42..., 

y = ^ ^^,a = a. 0,53 

Der Scheitel des Blattes liegt auf der Geraden y = x und 
hat die Koordinaten 

x = y = ^a. 

Der Krümmungsradius ist im Koordinatenanfangspunkte und 
zwar für beide Kurvenzweige = | a, im Scheitel = yV ^ yß- 

56) Aufg. Man untersuche die Kurve, welche dargestellt wird 
durch die beiden Gleichungen 

x = t^ 

y = t-it^. 
Die Ordinate wird gleich Null für 
t = und t = + yf3. Demnach schneidet 
die Kurve die Abszissenaxe im Koordinaten- 
anfangspunkte und in dem Punkte a; = 3, 
y=zO. Der letztere ist ein Doppelpunkt. 
Es wird 




— — 2/ 

^ — 1 
dt ~ 



t\ 
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Ein Maximum der Ordinate tritt ein im Paukte x=l, y = l 
für ^ = + 1, ein Minimum im Punkte x=l, y^= — |für< = — 1. 
Im Doppelpunkte sind die Tangenten bestimmt durch 

Femer wird 

Im Koördinatenanfangspunkte ist 

im höchsten und tiefsten Punkt 

(t = ±l) ? = -2, 
im Doppelpunkt 

{t = ±yf3) Q = — 8. 
Die Koordinaten des Erümmungsmittelpunktes sind 

Durch diese beiden Gleichungen ist die Evolute der Kmre 
bestimmt; sie besitzt in dem Punkte Z= i, F= (m = 2, w = 3) 
eine Spitze erster Art. 



4. Transzendente Kurven. 
57) Auf g. Es soll die Kurve untersucht werden, deren Gleichung 
ist y = cos X — i G0s2 X. 

Lös. Aus der Kurvengleichung folgt 

^ -^ = — sina;+isin2a; = 

= sina:(cosa? — 1), 
• cos ic + cos 2 a; = 

= — 2sin|a;smia?. 

In den höchsten Punkten x = Oy 
2 TT, 4 TT, ... 2k7t, y = I, wo Ä irgend 
eine ganze Zahl bedeutet, hat die Tan- 
gente vier unendlich benachbarte Punkte mit der Kurve gemein. 




-^ m ^ 



Tfiefete Punkte treten ein für rr = TT, Stt, . . .{2k-\-l)n, y = — i, 
Wendepunkte für a? = | /r, ^ tt, | tt, V" ^> • • • » y = (i \/3 )*. 
Femer wird 



d5 = Yl + 4sin*a;. sin* ^-dx 

(y l + 4sin«a;sin*y) 

^ cos 2 rc — cos a? 

Demnach wird p = | für die tiefsten Punkte der Kurve, für 
die Wende- und höchsten Punkte natürlich = oo . 

58) Auf g. Man untersuche die Kurve, deren Gleichung ist 
2/ = ^ a? — sin a? + i sin 2 a?. 

Lös. Die Punkte, deren Abszissen a? = 0, n, 2n, ... kn 
sind, wo h irgend eine ganze Zahl bedeutet, liegen auf der 
Geraden y=z\x. 

Es ist 

3^ = i — cos rc + i cos 2 rc, 
dx 



d^y 



= sin a? — sin 2 x. 



dx^ 
Die Ordinate erreicht ein Maxi- -M^^tLj^ 

^j^ 1 

mum für a: = I /r, | tt, ... ^ tt, 

ein Minimum für x = \n, ^n^... 
4A + 1 




2 



■ TW. 



Wendepunkte treten ein fiir a? = 0, 2 tt, 4 tt, 

für x = . . 

Femer wird 



2 k 7t und 



1 1 8 5 2Ä+1 



ds= Vi + cos^ x — 2 cos^ X + cos* x.dx, 



Q = 



(Vi + cos^ X — 2 cos^ X -f cos* xf 



sin a5 — sin 2 aj 

In den höchsten Punkten wird demnach q = — 1, in den 
tiefsten ^ = -j- 1. 



59) Auf g. Es soll die logarithmische oder logistische Linie 
untersucht werden. 

Lös. In dieser Kurve schreiten die Ordinaten in arith- 
metischer Progression fort, während die Abszissen in geometrischer 
Reihe wachsend angenommen werden. Ihre Gleichung wird 

y=im.lx, 

Y dy^ m^ d^y m^ 

dy X * dx'^ x^ ' 
.^^^^^^^^.^^^ Die Gleichung der Tangente wird 

.-^ry y — y =—r{x—xy, 

Y ' t JT ■ — • X 

die Gleichung der Normale wird 
y — y= — ^{x — x\ 

X 

Die Subtangente in Bezug auf die F-Axe ist = wi. 
Der Krümmungshalbmesser 

{m^ + x^^ 

9 = — - / « 

mx 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden 

^_2x^_±n^ 

J^ -7 , 

X 

T=m.lx ' = y ' . 

m m 

60) Aufg. Es soll die Quadratrix des Dinostratus unter- 
sucht werden. 

Lös. Wenn man eine gerade Linie um einen festen End- 
punkt bewegt denkt, so dass ein Kreisbogen und zwar zunächst 
ein Quadrant entsteht, so möge die erste Lage des bewegten 
Badius eine vertikale gewesen sein und die Ordinaten- oder F-Axe 
vorstellen, seine letzte Lage, die horizontale, die Abszissen- oder 



s,= 


xlX' 


X y 


8n = 


—rix 

X 


— y\n 

= — rW. 
X 



-- 2Ö7 - 



Z-Axe. Denkt man sich nnn auf dem bewegften Badius in einer 
seiner Lagen einen Punkt so bestimmt, dass der bis dahin be- 
schriebene Bogen sich zum ganzen Viertelkreis wie r© — y zu ro 
verhält, so gehört dieser Punkt der 
Quadratriz an. Nimmt man nun 
noch an, dass der Winkel, den der 
bewegte Radius noch zu beschreiben 
hat, bis er in die horizontale Lage 
kommt, sich zu zwei Rechten ver- 
hält so wie 9) : TT, so hat man als 
Gleichung der Quadratrix: 

y = — .ro; 



y=z=a;.tang5p; 
29 



X 



ro- 




n . taug 9> 

Um den Durchschnittspunkt der Kurve mit der letzten Lage 
des bewegten Radius, d. h. mit der Abszissenaxe zu erhalten, 
muss man y = setzen; es wird aber dann a: = ^, oder, wenn 
man nach der gewöhnlichen Methode den wahren Wert bestimmt, 

2ro 



X' 



n 



Bequemer werden die nötigen Ausdrücke, wenn man neben y 
noch den Radius vector r statt der rechtwinkligen Koordinaten in 
die Rechnung einführt; es wird dann y = rsiny, a; = rcosy, also 
die Gleichung der Kurve 

._ 2ro _ y 



mi thin 



dr_2ro 


n sin 9 ' 
sin y — 9) . cos 9 


dq> n 

d2r_2ro 


sin^ q> ' 

y . (1 + cos^ y) — \ 


dy2 n 


sin^y 



2 sin y . cos y 



Der Krümmungshalbmesser vnrd 

8 

ro (sin^ y — 2 y . sin y . cos y + y^) ' 

n sin^ y (sin y — y . cos y) 



x= 
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t)ie rechtwinkligen Koordinaten des Erümmungsmittelpnnktes 
werden 

r _to sin^ g> — 4 y sin y cos y -f 9^ (1 + 2 cos^ y) 

n sin y . (sin y — y . cos y) ' 

y Vq sinVcosy-fysin^y(l — 4cos^y)-f-y^sinycosy(14-2cos^y)— 9^ 

n sin^y (siny — y cosy) 

Um zu untersuchen, ob die Kurve Asymptoten hat, muss man 

in den Ausdruck der Polarsubtangente r^ . -r^, den Radius vector r 

unendlich setzen oder denjenigen Wert von y, welcher aus der 
Gleichung der Kurve dem unendlichen r entspricht, und dami 
zusehen, ob die Polarsubtangente einen endlichen Wert erhält. 



Setzt man aber in r = 



2ro y 



TT 



siny 



den Badius vector r = oo, so wird 



) = n, Stt, 27r, . . . mithin r^.-z^^z— ^ • 

dr n 



r 



: = 2ro, 



— 4 ro, + 6 ro, — 8 ro, ... 



sin y — y . cos y 
Die Kurve hat also unendlich viele 




Asymptoten. 

Anmerkung. Ganz ähnlich gibt die Quadrat- 
rix von Tschirnhausen als Gleichung 





29> 


und 




All Ar 


a? = fo . cos y 




ny 



61) Aufg. Untersuchung der Kettenlinie. 

Lös. Denkt man sich eine vollkommen biegsame, aber 
schwere Linie in ihren beiden Endpunkten an zwei Punkten be- 
festigt, aber so, dass sie nicht gespannt ist, so bildet sie bekannt- 
lich die Kettenlinie. Die Gleichung der Kettenlinie ist 






mr 



Für a; = wird y = m. 



m 
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Es ist 



tanga = 



dy 



iVe"* — e "*y = — V^* — m*; cosa = 



dx " ' m 

Hieraus ergibt sich leicht eine Tangentenkonstruktion. 
Ferner wird 



HL 

y 






8r- 



m 



Vc^ + e «J 



X 

gm 






T 



tn 



e** — e 







Die Eettenlinie besitzt also gemeinsam mit dem Kreise die 
Eigenschaft, dass in jedem Punkte der Kurve Normale und 
Krümmungsradius ihrem absoluten Betrage nach einander gleich 
sind. Jedoch liegen sie bei der Kettenlinie nach entgegengesetzten 
Seiten, bei dem Kreise nach derselben Seite, nämlich nach dem 
Mittelpunkte zu. 

(X x\ 

Die Gleichung der Evolute wird 



:=».((I; 



+ VF«— 4w^— ryrg — 4twg 



^ 



über die Gleichung der Kettenlinie sehe man nach: Theorie 
der Potentialfnnktionen von Gudermann, Berlin 1833. S. 84. 
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62) Aufg. Untersuchnng der EreiseTolvente. 

Lös. Wenn in dem Falle der gewöhnlichen Epizykloide der 
Radins des trollenden Kreises unendlich gross wird, so nennt man 
die entsprechende Emre Ereisevolvente. Diese wird demnach 
durch einen beliebigen Punkt einer Geraden beschrieben, welche 
sich, ohne zu gleiten, auf einem Kreise abwälzt. Wählt man die 
Verbindungsgerade des Kreismittelpunktes mit dem Berührungs- 
punkt der beweglichen Geraden in irgend einer ihrer Lagen zur 
Z-Axe, die in darauf Senkrechte zur F-Aie, 
so erhält man für die rechtwinkligen Koor- 
dinaten eines beliebigen Punktes der Kurve 
die Gleichungen 

x = r (cos y -f" y sin y), 
y = r (sin y — y cos y), 
wo r den Radius des festen Kreises und g> 
den Zentriwinkel des abgewickelten Kreis- 
bogens bezeichnet. 
Hieraus folgt: 

dy 

dg> 




-^ = rq>cos9, 



:rg>sm^y 



tanga=-r^ = tangy, also a = y; 

ds=:r^dg>, Q = rip. 
Es ist also der Krümmungsradius gleich der Länge des ab- 
gewickelten Kreisbogens. Die Koordinaten des Krümmungsmittel- 
punktes sind 

Z=rcosy, F=rsiny, 

woraus 

X2 + r2 = ^2. 

Die Evolute der Kreisevolvente ist mithin, wie nach der Ent- 
stehungsweise der Kurve erwartet werden musste, der gegebene 
feste Kreis. 

63) Aufg. Es soll die Traktrix von Huygens untersucht 
werden. 

Lös. Diese Kurve hat die Eigenschaft, dass für jeden Punkt 
derselben das Stück der Tangente, gerechnet vom Berühmngs- 



- all - 



punkt bis zum Schnitt mit der Z-Axe, die konätaAte Läng^ a hat. 
Demnach ist 

^ ^dy/ dx y/a^—y^' 

je nachdem x negativ oder positiv ist. 




Die endliche Gleichung ist 

je nachdem y positiv oder negativ ist. 

Hierbei liegt der Anfangspunkt der Koordinaten in demjenigen 
Punkte, in welchem die Tangente der Kurve die X-Axe unter 
rechtem Winkel schneidet. 

Femer wird 

tPy_ rt'y 
dx*~ (o* — y«)« ' 

T=a, 8, = y/a^ — y^, 



N-. 



ay 



yja%—yi' 



(i = a 



8n = 



}la*-y^ 



r 



yjai—yi' 



:=+ai(± 



a + yjä^ — y 



% 



Y= 



Die Gleichung der Evolute wird 



14* 
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Die ßyolnte begteht also ans zwei Eettenlmien, von weldien 
die eine über, die andere unter der Abszissenaxe liegt. 
Die Knrve hat vier Äste, welche bei den Punkten 



fa; = 0| ^^ (x = I 
{y = a] ™ \y = ^a] 



Hückkehrpunkte oder Spitzen der ersten Art bilden. Die 1-Aie 
ist zugleich Asymptote der Kurve. 



6. Spiralen. 
64) Aufg. Untersuchung der Spiralen im allgemeinen. 

Lös. Für die Kurven, die die Gleichung r = a9'' haben, 
als deren Spezialfälle sich die in den folgenden Aufgaben zu be- 
handelnden Kurven herausstellen werden, ist 
die Polarsubtangente 

o dg> a .- 
= r2.;rf = — yM-i, 



dr n 



die Polartangente 



= r.v'l + r'.0^=f.,..VS^+^, 



die Polarsubnormale 

dr * 1 wr 

die Polamormale 



r.(n^ + y«)^ 

y • (y^ + w^ + w) ' 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 

y n . r . [y . cos y — (n^ + y^) - S"^ 9] 

~ 9P.(92 + n2 + n) 

y_ n . r . [y . sin y + (^^ + y^) « ^^ SP] 
y . (y2 -|- n^ + ^) 
Eine Asymptote im Endlichen existiert nur für n = — 1- 
(Vergl. Aufg. 66.) 



1*7 (* 7 ^ 
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65) Aufg. Es soll die archimedische Spirale untersucht 
werden. 

Lös. Wenn eine gerade Linie um einen festen Endpunkt 
gleichmässig bewegt wird, und wenn man zugleich auf dieser Linie 
einen Punkt von dem festen Endpunkt 
aus sich gleichförmig fortbewegen lässt, 
so beschreibt dieser Punkt die archi- 
medische Spirale. Ihre Gleichung ist 

wo (f sich auf den Bogen eines Kreises 
mit dem Radius 1 bezieht. 

Nimmt man an, dass der Punkt den Weg ro zurückgelegt 
habe, während die bewegliche Gerade eine ganze Umdrehung ge- 
macht hat, so ist 

rQ=:z2an, also a = ^. 
. Die Polarsubtangente wird 

Ar a 
und die Polarsubnormale 

Da die Polarsubnormale konstant ist, so lässt sich in jedem 
beliebigen Punkte der Kurve die Tangente leicht konstruieren. 
Die Länge des Krümmungshalbmessers wird 

_ a(l + yg)^ _ (a^ + r^)^ 
~ (9^ + 2) ~2a2 + r2* 
Dieser letztere Ausdruck lässt sich leicht konstruieren. 
Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 
y g [y . cos y — (1 + y^ » sin y] 

^- (y2 + 2) 

^- (y2 + 2) 
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Je grosser 9 wird, um so mehr nähern sich diese Grössen 

den Werten 

Z= — asiny, 

r=a cos y, 
woraus folgt 

JS:8 + r2 = a2, 

d. h. die Evolute der archimedischen Spirale nähert sich asymp- 
totisch dem Kreise, dessen Mittelpunkt der Pol und dessen Badius 
= a ist. 

66) Aufg. Untersuchung der hyperbolischen Spirale. 
Lös. Die Gleichung der hyperbolischen Spirale ist 

Beschreibt man demnach um den Pol als Zentrum eine Schar 
von Kreisen und trägt auf denselben von der Polaraxe aus nach 

derselben Seite hin Bogen von der 

Länge a ab, so ist der geometrische 
Ort der Endpunkte eine hyperbolische 
Spirale. Für dieselbe ist der Pol ein 
asymptotischer Punkt, um welchen 
die Kurve unendlich viele Windungen 
macht, ohne ihn für endliche Werte von g> je zu erreichen. 
Es wird 







2a 2r« 



_ 
a 



.«(1+ 



dy8 



9' 



I 



-='(^T= 



g>* \ a^ / cos» TP ' 

wenn den Pol, P den Kurvenpunkt und T den Schnittpunkt der 
Tangente mit dem in auf den Radius vector gefällten Lote be- 
zeichnet. Der letztere Ausdruck ist leicht zu konstruieren. 
Die Koordinaten des Krnmmungsmittelpunktes werden 
Y r [y . cos y — (1 -f- y^) • sin y] 

^- ^ ' 

^_ r [y . sin y 4- (1 + y*) • SJD y] 
SP* 
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Femer ist 

®, = — a, 

9 a 

Errichtet man im Pol Senkrechte auf die Leitstrahlen und 
bringt dieselben zum Schnitt mit den zugehörigen Tangenten, so 
ist der Ort der Schnittpunkte ein Kreis vom Radius a, dessen 
Mittelpunkt der Pol ist. 

Damit die Kurve eine Asymptote habe, muss die Subtangente 

T d CD 

, ^ für ein unendlich gross werdendes r einen endlichen Wert 
dr 

haben; sie wird aber = — a, und da zugleich für ein unendlich 

grosses r aus der Gleichung der Kurve sich y = ergibt, so folgt, 

dass die hyperbolische Spirale eine Asymptote hat, die mit der 

Z-Axe oder mit der Linie, von welcher ab die Winkel y gezählt 

werden, parallel geht und zwar in der Entfernung a. 

67) Aufg. Es soll die parabolische Spirale untersucht 
werden. 

Lös. Die parabolische Spirale hat die Gleichung 

Der Name der Kurve rührt, 
analog wie der der soeben behandel- 
ten, daher, dass dieselbe in Beziehung 
auf die Peripherie des Kreises vom 
Radius 1 als Abszissenaxe und die 
nach dem Zentrum gerichteten Nor- 
malen als Ordinaten nach demselben 
Gesetze konstruiert wird, wie die gewöhnliche Parabel. 

dr a^ g 

dg>~2r~2^ ' 




_ r(l + 4y«)^ ^ a(l + 4y«)^ 
?-2<|p.(3-f49)2) 2V9(3 + 49)«) 
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Die Koordinaten des Erümmungsmittelpnnktes: 

_ r . [4y . cos y — (1 4- 4 y^) . siny] 
^- 29).(3 + 4y2) 

_ r . [4 y » sin y + (1 + 4 y^ . cos y] 
^~ 2y.(3 + 4y2) 

Die Länge der Polarsubtangente wird 
'die Länge der Polarsubnormale wird 



2Vy 2r" 

Da r und y zugleich unendlich werden, existiert keine 
Asymptote. 

68) Aufg. Untersuchung der logarithmischen Spirale. 

Lös. Diese Spirale ist nicht unter den bisher behandelten 

mitbegriffen, sondern unterscheidet sich von diesen wesentlich 

dadurch, dass in ihrer Gleichung 
y als Exponent einer konstanten 
Basis erscheint, während in den 
Gleichungen der früheren Spiralen 
diese Grösse zu einer Potenz mit 
konstantem Exponenten erhoben 
wurde. Die Gleichung der Kurve 
wird 

und es wächst daher der Eadius vector in geometrischer Propor- 
tion, wenn y arithmetisch fortschreitet. 
Aus der Kurvengleichung folgt: 




oder 



dg> 
d^ 



= la.a'P, 



=zk.a'f = kr. 



^ = (U)».a^, 



cPr 



d<p2 



k^.av = k^r, 



wenn man mit k den natürlichen Logarithmus von a bezeichnet 
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Die Länge der Polarsubtangente wird = — .r, 



„ Polartangente „ = j^y/l + k^, 

^ „ „ Polarsubnormale „ z=:Jc.ry 

„ ,, „ Polarnormale „ == r . ^1+^- 

Aus diesen Gleichungen folgt, dass sowohl der Ort der zweiten 
Endpunkte (den Pol als ersten Endpunkt betrachtet) der Polar- 
subnormalen, als auch der Polarsubtangenten wieder eine logarith- 
mische Spirale ist, welche der ursprünglichen kongruent, aber gegen 
dieselbe um einen bestimmten Winkel gedreht ist. 

Die trigonometrische Tangente des Winkels ^, den die Tan- 
gente mit dem Radius vector des Berührungspunktes bildet, ist 

= -r-y also konstant. 

fc • 

Die Länge des Krümmungshalbiaßssers wird = r . \/l^fP= 9i. 
Da Q = % so stimmt die Evolute der logarithmischen Spirale mit 
dem soeben erwähnten geometrischen Ort der zweiten Endpunkte 
der Polarnormalen überein. Man findet übrigens als Koordinaten 
des Krümmungsmittelpunktes 

X=^ — k . a!f , siny, 
r=Ä.a^. cos y. 
Die Gleichung der Evolute wird 

I . li^^±^) = arctang (-|) . 

oder wenn man r=/.cosy und Z=r'. siny' setzt, r=^k.a^''-'P 
oder noch einfacher, wenn man Y=^ k v' . cos tp' und Z= — kv\ sin ip' 
setzt: v=ä^. 

Dies ist in der That die Gleichung einer logarithmischen 
Spirale, welche der vorgelegten kongruent ist. (Vergl. Aufg. 49.)*) 



*) Die logarithmisclie Spirale liess sich der 1705 verstorbene Jac. 
Bernoulli auf seinen Grabstein setzen mit der Inschrift: „Eadem mutata 
resurgo", um der Nachwelt nicht nur eine seiner schönsten Arbeiten, 
sondern auch seinen Glauben an die Unsterblichkeit der Seele in Erinne- 
ning zu bringen. 
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6. Zykloiden. 
69) Aufg. Es soll die gewöhnliche (gemeine) Zykloide unter- 
sucht werden. 

Lös. Wenn ein Kreis mit dem Radius r auf einer geraden 
Linie fortrollt, ohne zu gleiten, so beschreibt ein bestimmter Punit 

in der Peripherie des Kreises die 
gewöhnliche (gemeine) Zykloide. 
Beim Anfange des Rollens möge 
der bestimmte Punkt auf der 
Geraden liegen. Dieser sei der 
Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems, die gegebene gerade Linie 
die X-Axe und die darauf senk- 
rechte Gerade die F-Axe. 

Derjenige Kurvenzug, der entstanden ist, indem der rollende 
Kreis seine Peripherie einmal auf der Basis abgewickelt hat, 
wiederholt sich bei der fortgesetzten Bewegung unendlich oft. 
Die Kurve besteht sonach aus unendlich vielen kongruenten Kurven- 
zügen. In jedem Punkte, wo sich zwei Züge aneinander an- 
schliessen, besitzt sie eine Spitze erster Art. (Vergl. Aufg. 34.) 

Die Zykloide wird entweder durch das System der beiden 
Gleichungen 

x^=^r{i^ — sin y), 

y = r (1 — cos 5p), 
oder durch die Gleichung 

r — y 



x=^r arc cos 



• y/y{2r—y) 



dargestellt. 

Die erste Darstellungsweise, die hier allein berücksichtigt 
werden soll, liefert: 

-r^ = r (1 — C0Bq>)^=2r sin^ ^ , 
dg> 2 



dy . o • 9 

^ = rsing) = 2rsin-~- 
dy> 2 

||=:cotang|-; 



cos 



9 
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somit ist 

n q> 

Hieraus erkennt man leicht, dass die Normale der Kurve 
durch den jeweiligen Berührungspunkt des erzeugenden Kreises 
mit der Z-Axe (vergl. Aufg. 5) und die Tangente durch den 
höchsten Punkt dieses nämlichen Kreises geht. 

N=2rsm^, 

(> = — 4rsin^; 

folglich ist der Krümmungsradius, absolut genommen, gleich der 

doppelten Normale. 

Die Koordinaten des Krümmungsmittell)unktes sind 

Z=r(<ip + siny), 

F=r(cosy — 1). 
Setzt man 

X=X' — rn, F=r — 2r, y = V — ^r, 
so folgt 

Z' = r (V' — sin yj), 

T = r{l — cos tp)y 
woraus erhellt, dass die Evolute der Zykloide wieder eine der ur- 
sprünglichen kongruente Zykloide ist. 

70) Aufg. Untersuchung der gedehnten und verkürzten 
Zykloide. 

Lös. Wenn auf einer festen Geraden ein Kreis rollt, so be- 
schreibt ein Punkt P^, der auf einem bestimmten Radius innerhalb 
des Kreises liegt, eine gedehnte, und ein Punkt Pg, der auf der 
Verlängerung dieses Radius liegt, eine verkürzte Zykloide.*) 
Denkt man sich nun den rollenden Kreis zuerst in einer solchen 
Lage, dass der Radius, auf welchem der beschreibende Punkt liegt, 



*) Weissenborn nemit in seiner interessanten Schrift: „Die zyk- 
lischen Kurven", Eisenach 1866, die gedehnte Zykloide „verkürzte^, die 
Terkttizte „yerlftngerte^. 
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senkrecht auf der zur Basis dienenden Geraden steht, so wähle 
man den verlängerten Radius in dieser Lage zur Ordinaten-, die 
Basis selbst zur Abszissen- oder X-Axe eines rechtwinkligen Koor- 
dinatensystems. Nennt man alsdann bei irgend einer Lage des 

gerollten Kreises den Winkel zwischen 

^;_____^ dem Radius mit dem beschreibenden 

5w-^^!7"^^"\^ Punkte und dem mit der T-Axe 

?3^J^A ^^\\, parallelen Radius y, so erhält man 

^ \M^ Jl A ^^ ^® Koordinaten eines beliebigen 

...-^.....r..V r^ ^ ^ Punktes der Kurve 

x=^rq> — (r + t^siny, 
y=r — (r + d)cosy, 
wo (r + cO die Entfernung des beschreibenden Punktes vom Zen- 
trum des beweglichen Kreises bedeutet. Eliminiert man aus diesen 
Gleichungen die Grösse y, so folgt als Gleichung der Kurve 

a; = arccos^^ — V(2r + d — y)(y=F^- 

Zur Abkürzung werde gesetzt r1^d=^a\ dann wird 

dx dy 

3— = r — acosy, ^ = asmd>. 

dg> ^ dq> ^ 

Diese Gleichungen lassen erkennen, dass die Normale im 
Punkte P durch den diesem Punkte entsprechenden Berührungs- 
punkt des rollenden Kreises mit der Basis geht. (Vergl. Aufg. 5). 
In der That ist die Länge der Normale 

N= -yjr^ — 2 r a cos 9 + a' 
gleich der Länge einer Dreieckseite, wenn die beiden anderen 
Dreieckseiten r und a sind und den Winkel 9 einschliessen. 
Der Krümmungsradius ist 

_ (r' — 2 r g cos y 4- <^^)^ 
a (r cos 5p — d) 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 
^ , . r — a cos cp 

^ ' ^ a — r cos y 

Y_ r(r — gcosy)^ 
a (r cos 9) — d) ' 



71) Aufg. Untersuchung der einfachen Epizykloide und 
Hypozykloide. 

Lös. Wenn die Basis, auf der ein Kreis rollt, nicht eine 
gerade Linie, sondern wieder ein anderer Kreis ist, so beschreibt 
ein bestimmter Punkt des rollenden Kreises eine Kurve, die Epi- 
zykloide oder Hypozykloide genannt wird, je nachdem jener 
Kreis auf der äusseren oder inneren Seite des festen Kreises 
rollt, d. h. je nachdem die beiden Kreise sich von aussen oder von 
imien berühren.*) Denkt man sich nun 
zunächst bei der Epizykloide die beiden \\ 

Kreise in solcher Lage, dass der für die ^ /^ ^ 

Beschreibung der Kurve auf der Peri- ^X^l^ 

pherie des rollenden Kreises befindliche ^ y7\ 

Punkt in der Peripherie des festen Kreises • \^^ö^ 

liegt, so soll der von hier ausgehende Ay^ ^^^ 
Dm-chmesser des festen Kreises zur X-Axe "^ 
und der Mittelpunkt desselben zum An- 
fangspunkt der Koordinaten genommen werden. Der Radius des 
festen Kreises heisse r, der des rollenden q. Für irgend eine von 
der Anfangslage verschiedene Lage des rollenden Kreises werde 
noch der Winkel, der von der Zentrallinie beider Kreise und von 
der Z-Axe gebildet wird, mit y bezeichnet, dann wird die Epi- 
zykloide durch das System folgender beiden Gleichungen dar- 
gestellt: 

aj= (r + ^) . cos y — ? . cos T ' ^ yj , 

y = (r + (>) . sin y — (> . sin \^^^ 9) • 

Die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Hypozykloide 
ergeben sich aus diesen Gleichungen, wenn man — (> an die Stelle 
von Q setzt, nämlich: 



*) Weissenborn macht in der oben angeführten Schrift „die zyk- 
lischen Kurven" bei der inneren Bertthrmig der beiden Kreise einen 
Unterschied, je nachdem der feste oder der rollende Kreis der grössere 
ist und nennt hiemach die Kurve „Hypozykloide** oder „Perizyk- 
loide«. 
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a; = (r — ?) . cos y + ^ . cos y~^ ^) > 

y = (r — (») . sin 5p + ? . sin (^^^^9) • 

Ans diesen Gleichungen folgt nnmittelbar, dass die Hypo- 
zykloide r, Q identisch ist mit der Hypozykloide r, r — ^ oder mit 
der Epizykloide r, q — r, je nachdem ? ^ r ist. 

In allen nächsten Formeln bezieht sich das obere Zeichen 
auf die Epizykloide, das untere dagegen auf die Hypozykloide. 

Es wird 

= ±2(r + ?).cx)s(?li|^y).sin(^g>) = 
= + -=^(r.smy — y), 

^ = (r ± ?) . cos 9 — (r + ?) • cos (^^==^yj--= 

= 2(r + ß).sin(^^y).sin(^<p) = 

= + ^~^ (— r . cos y -f aj). 

Die Normale in irgend einem Punkte der Kurve geht durch 
den entsprechenden Berührungspunkt des rollenden mit dem Basis- 
kreise. (Vergl. Aufg. 5.) Aus den vorstehenden Gleichungen folgt 

dy i j. r + 2Q rcosy — x 

tang a = -j^ = + tang "^ y = ^-^ , 

® dx — ^ 2^ ^ rsiny — y' 

j2y_ r±2Q 1 

Der Krümmungshalbmesser wird 
_ 4g(r + g) 



sin 



r + 2ß V2^ 



G^») 



"Die Koordinaten des Erümmungsmittelpnnktes werden 
;[(»-±?)cosy±^cos(^^-=-^yjJ , 



X = 



r±2Q\ 



r= 



; [(r ± ?) sin y 4- ? sin (^^=^ yj J 



2ßL — ^ xi^ V, Q 

Das System dieser beiden Gleichungen stellt die Evolute dar, 
welche offenbar wieder entsprechend eine Epizykloide oder Hypo- 
zykloide ist. Um diese Gleichungen auf die Form der oben ge- 
gebenen Gleichungen zurückzuführen, setze man 

r=±z'sin(^) + rco8(^), 

dann wird 

r = (r' + ?^cos9' + ?'-cos(-?^^=^'y'), 



1"' = (^'±?') . siny'— ^' . sin(^^^i^'<p'). 



Hierbei ist zu bemerken, dass — r = — d. h. dass das Ver- 

hältnis des Badius des rollenden Kreises zu dem des festen Kreises 
bei der Epi- und Hjrpozykloide dasselbe ist, wie das der Kreise, 
die ihre Evoluten erzeugen. 

Anmerkung. Da der Punkt des rollenden Kreises, welcher 
beim Anfang der Bewegung auf der Peripherie des festen Kreises 
lag, bei der beständig fortgesetzten Bewegung unendlich oft wieder 
die Peripherie des festen Kreises treffen muss, so wird die Kurve 
aus unendlich vielen unter sich kongruenten Zügen bestehen, die 
nur dann zu einem gewissen Abschluss kommen werden, wenn das 
Verhältnis der Radien r und q beider Kreise ein rationales ist, 
weil alsdann der beschreibende Punkt nach einer hinreichenden 
Anzahl von Revolutionen wieder an dieselbe Stelle gelangen wird, 

von welcher er ausgegangen ist. Ist — = — , wobei m und n 
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ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Teuer seien, so rnnss der 
rollende Kreis die Peripherie des festen nmal durchmessen, sich 
also mmal nm seinen eigenen Mittelpunkt drehen, bis der die 
Kurve beschreibende Punkt zum ersten Mal in seine Anfangslage 
zurückkehrt. Überall da, wo der beschreibende Punkt auf die 
Peripherie des Grundkreises gelangt, besitzt die Kurve eine Spitze 
erster Art. — Einzelne Beispiele von rationalen Verhältnissen der 
ßadien beider Kreise mögen hier folgen. 
72) Aufg. Untersuchung der Kardioide. 

Wenn die beiden Radien einander gleich sind, also ^ = r, so 
entsteht als Epizykloide die sogenannte Kardioide. 

Ein beliebiger Punkt derselben ist nach dem Vorhergehenden 
bestimmt durch die Gleichungen 

x=2r€X>sq> — r cos 2 y, 

y = 2 r sin y — r sin 2 9). 
Hieraus folgt 

dx 




dq> 



= — 2rsin9) + 2rsin29=4rsin|9)C0s|9', 



-^ = 2rcos9 — 2rcos2y==4rsiniysin|y, 

g = tang|<,, 
d^y_ 3 



dx"^ 8 r (cos f 5p)* sin i y * 

Da y mit 9 sein Zeichen wechselt, x dagegen nicht, so ist 
die Kurve symmetrisch in Bezug auf die X-Axe. 

Der höchste Punkt aj = — ir, y = |r^ ^rgibt sich für 
y = |7r, der tief ste Punkt a: = — ir, y = — \ryj2im ip=.—\n. 

Für y =:: wird aj = r, y = 0, und da für diesen Punkt die 
Tangente mit der XAxe zusammenfällt, so ist er ein Eückkehr- 
punkt der ersten Art. Die Punkte y = ^, a: = — 3 r, y = nnd 
y = + i^>a:=|r, ^== + i^V3 sind am weitesten von der 
F-Axe entfernt; in denselben sind die Tangenten der F-Axe parallel. 

Eliminiert man aus den Gleichungen für x und y die Grösse 
y, so ergibt sich: 

(x2 + j/2)2 _ 6 r2 (a;2 + y2) ^ 8 r» Ä — 3 r* = 0. 
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Für diese Gleichung lag der Anfangspunkt der Koordinaten 
in dem Mittelpunkte des festen Kreises; verlegt man ihn aber 
nach der Peripherie des Kreises und nimmt die X-Axe in umge- 
kehrten Sinn, indem man r — J für o? setzt, so nimmt die Gleichung 
folgende Gestalt an: 

oder endlich, wenn man die gewöhnlichen Polarkoordinaten, also 
y=z u .siat und J = t* . cos ^ einführt 

w = 2 r (1 + cos t). 
Aus dieser Gleichung folgt, dass zwei Radienvektoren, die 
entgegengerichtet sind, sich zu 2r ergänzen. 

Femer ist tang ^ = — cotang -^ , folglich » = 90^-\--^ , 

Der Krümmungshalbmesser wird = | r . sin ^ y. 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden 

Z = i r (2 cos y -f- cos 2 y), 

F= ^ r (2 sin 9 + sin 2 y). 
Durch diese Gleichungen ist zugleich die Evolute bestimmt. 
Setzt man Z= —X', Y=- — Y\ <5p = y' + yr, so wird 

Z' = i r (2 cos y' — cos 2 y'), 

F = i r (2 sin y' — sin 2 y). 

Diese Gleichungen stellen eine neue Kardioide dar, in welcher 
sowohl der Eadius des festen Kreises, als der des rollenden der 
dritte Teil von dem ursprünglichen Radius ist. 

73) Aufg. Untersuchung der Epizykloide p=:^r. 

Wenn der Radius des rollenden Kreises die Hälfte von dem 
des festen ist, also (» = ^ r, so wird ein beliebiger Punkt der 
Epizykloide gegeben durch die Gleichungen 

a; =: f r cos y — \r cos 3 y, 

yzzzfrsiny — |rsin3 5p. 

Wenn man cos 3 9) und sin 3 9) durch den einfachen Winkel 
ausdrückt und dann q> eliminiert, so erhält man als Gleichung 
der Kurve 

Sohnoke'i Aufgabensammlaog. I. 15 
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dx 
d^ 



=:3rcos2y .siny, 



-^ 1= 3 r sin 2 9 . sin y, 

g = teng2y, 

^ = ___2___ 
dx^ 3r (cos2y)^.sm9' 

Der Krümmungshalbmesser ^ wird 

= f r sin y. 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden 

X= i r (I cos y + I cos 3 y), 

T= i r (1 sin y + i sin 3 y). 

Die Gleichung der Evolute, welche durch die Elimination des 

Winkels g> aus diesen beiden Gleichungen erhalten wird, lautet: 

(4 Z« + 4 F2 — r2)8 = 27 r*Z2. 

Setzt man r = 2r', y = 9)' + i^, X= — Y\ F=X', so 
nehmen die vorangehenden drei Gleichungen folgende Gestalt an: 
Z' = / (f cos y' — 1 cos 3 y ), 

F' = r (fsiny' — isin3y') 
und 

64 (Z'2 + r^ — r'»)» = 27 r'* F«. 

Diese Gleichungen stellen eine Epizykloide dar, welche der 
gegebenen ähnlich ist und bei welcher der Radius des festen 
Kreises halb so gross ist, als der Radius des ursprünghch ge- 
gebenen festen Kreises. 

74) Aufg. Untersuchung der Hypozykloide ^ = |r. 

Wenn der Radius des rollenden Kreises wieder halb so gross 
ist wie der Radius des festen, der bewegliche Kreis aber inner- 
halb des festen rollt, so wird jeder Punkt der Hypozykloide be- 
stimmt durch: 

a; = rcosy; y = 0, 

d. h. die Kurve wird die Abszissenaxe, also ein Durchmesser des 
festen Kreises. 
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75) Aufg. Untersuchimg der Epizykloide Q = ^r. 

Wenn der Radius des rollenden Kreises der dritte Teil vom 
Radius des festen Kreises ist, so ist die Epizykloide gegeben durch 
die Gleichungen 

a? = i r (4 cx)s y — cos 4 y), 

y = ^ r (4 sin y — sin 4 y); 
ferner wird 

d X 

— = I r . cos f 9 . sin I y , 

— ^ = I r . sm f y . sm I y , 



dy 
dx 



= tangf y, 



15 




dx^ 16 r (cos I y)3 . sin f 9 ' 
Der Krümmungshalbmesser ^ wird = ^f r sin | y. 
X= I r (4 cos y + cos 4 y), 
Y= ^ r (4 sin y -(- sin 4 y), 
welche Gleichungen die Evolute darstellen. 
Durch die Substitution 

x= i r - i y/3Y\ F= i V3 r + i r, 

nehmen sie die Gestalt der gegebenen Gleichungen an. 
T = ir' (4 cos g>' — cos 4 y) , 
F' = ^ / (4 sin y' — sin 4 y). 
76) Aufg. Untersuchung der Hypozykloide Q = ^r. 

Wenn wieder der Radius des rollenden Kreises der dritte 
Teil von dem Radius des festen Kreises ist, der erste aber auf 
der inneren Seite des letzteren rollt, so wird die Hypozykloide 
dargestellt durch die Gleichungen 

a; = I r (2 cos y + cos 2 y) , 
y = ^r(2sing> — sin 2 y), 
oder nach Elimination des Winkels y durch die Gleichung 
3 (r« + :c2 + 4 raj + 2/2)2 = 4 r (r + 2ic)3. 

16* 
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dx 
dg> 



= — Ircosiy.sinfy, 



^= Irsiniy.sinfy, 



dy_ 
dx 

cPy_ 

dx^~ 



— tangiy, 



8r(cosiy)^.sinf y ' 
Der Erümmongshalbmesser wird = | r sin f y. 
Die Koordinaten des Erümmungsmittelpunktes werden 
X= r . (2 cos 9 — cos 2 y), 
T= r . (2 sin 9 + sin 2 y). 
Diese Gleichungen bestimmen jeden beliebigen Punkt der 
Evolute, welche wie in allen vorhergehenden Beispielen wieder 
eine der ursprünglichen ähnliche Kurve ist. 

77) Aufg. Untersuchung der Asteroide. 

Wenn der Radius des rollenden Kreises der vierte Teil von 
dem Radius des festen Kreises ist und der erstere auf der inneren 
Seite des letzteren roUt, so wird die entstehende Hypozykloide 
(eine sogenannte Asteroide) gegeben durch die beiden Gleichungen 

a: = rcos^9, y = rsm^g>y 
oder nach Elimination der Grösse 9 durch die eine Gleichung 
a;l +y* = r*. (Vergl. Aufg. 1 und 91.) 

Hieraus folgt 

3— = — 3 r cos^ cp sin cp, 
dg> 

^ = 3rsin2ycosy, 

taug a = --^ = — tang 9. 
dx 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass 
a = n: — y, und es lässt sich somit die Tangente in jedem Punkte 
der Kurve leicht konstruieren. 




y = ^. 
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Ferner wird 

ds = 3rsinq>cosg>dg>y 

p = 3 r sin y cos y = I r sin 2 9. 
Die Evolute wird dargestellt durch die Gleichungen 

Z= r cos g> (cos^ y + 3 sin« 9), 

Y= r sin y (sin« y + 3 cos« y). 
Setzt man 

so kommt 

Z' = 2 r cos« V' , F' = 2 r sin« ^. 

Es ist somit die Eyolute der vorgelegten Kurve ähnlich und 
entsteht dadurch, dass ein Kreis vom Eadius | r auf der inneren 
Seite eines festen Kreises vom Radius 2r rollt. 

Die vorgelegte Kurve ist vollkommen symmetrisch in Bezug 
auf beide Koordinatenaxen; sie besitzt in den vier Punkten x = +r, 
y = und x = 0, y^= + r Spitzen erster Art, in welchen die Z-, 
resp. F-Axe die zugehörigen Tangenten sind. 

78) Aufg. Es soll die gedehnte und verkürzte Epizykloide 
und Hypozykloide untersucht werden. 





Lös. Wenn wieder ein gegebener Kreis auf einem anderen 
gegebenen festen Kreise rollt und wenn mit diesem rollenden Kreise 
innerhalb oder ausserhalb seiner Peripherie ein Punkt fest ver- 
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bunden gedacht wird, so beschreibt dieser Punkt eine Epi zykloide 
oder Hypozykloide, je nachdem die Kreise sich von aussen oder 
von innen berühren, und zwar wird es eine gedehnte oder ver- 
kürzte Kurve, je nachdem der beschreibende Punkt innerhalb 
oder ausserhalb der Peripherie des bewegten Kreises liegt. 

Wenn man sich zunächst die Kreise bei der Berührung von 
aussen in solcher gegenseitigen Lage denkt, dass die beiden Mittel- 
punkte und der beschreibende Punkt in einer geraden Linie liegen, 
jedoch so, dass der beschreibende Punkt nicht zwischen den 
beiden Mittelpunkten liegt; wenn man dann diese Linie zur 1-Äie 
annimmt und den Mittelpunkt des festen Kreises zum Anfangs- 
punkt der rechtwinkligen Koordinaten; wenn man femer bei einer 
beliebigen Lage des rollenden Kreises den Winkel zwischen der 
Zentrallinie beider Kreise mit der soeben genannten X-Axe mit 9 
bezeichnet; wenn endlich der Radius des festen Kreises r und der 
des rollenden Kreises q, sowie die Entfernung des beschreibenden 
Punktes von der Peripherie des rollenden Kreises und zwar von 
der Peripherie nach aussen gerechnet, d genannt wird, so wird 
ein beliebiger Punkt der verkürzten Epizykloide bestimmt 
durch die Gleichungen 

x = (r + p) . COS9 + (ß + eO . cos ^ ' ^ y, 

y = (»• + ?)• sin 9 + ((> + d) . sin ^^i-? y. 
Für die gedehnte Epizykloide wird 

Ä = (r + ^) . cos y + (p — d) . cos ' ^ 9, 

y = (r + (>) . sin 9 -f ((> — d) . sin^^-±-^ y. 

Indem man nun beide Epizykloiden zusammenfasst, er- 
hält man 

— = -(r+(.).(^sm9)+^sin-:pyj. 



+ d r-f 

j — \' I «r/ • i ^"" y -| =— cos — *- 

ay ^ ^ \ ^ ' p Q 



^= (r+g).(cos9 + i±icos'-±^9); 
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ferner 

, p cos cp + (p + d) . cos ^ "*" ^ cp 

dy :r i \s ^y 

(> sin y + (p + <^ • sin — 5— ^y 

^2y p' + (? + d)Mr + p) + ?(P±d)(r + 2e).C0Sy9 

?^ (^ + P) . (^sin 9 + ^~- . sm -^ y j 
Der Krümmungshalbmesser wird 

(r + (^)[d» + 4p(9±(i)(cos^yj^ 

?' + (e±d)Mr + ?) + (?±d)(r + 2e)(.cos-^9 

Wenn man sich zweitens bei der Berührung von innen die 
beiden Kreise anfänglich in solcher gegenseitigen Lage denkt, dass 
wieder die beiden Mittelpunkte und der beschreibende Punkt in 
einer geraden Linie liegen, hier aber so, dass der beschreibende 
Punkt zwischen die beiden Mittelpunkte fällt, im Übrigen aber 
die Koordinaten und die anderen Bezeichnungen so wählt, wie 
vorhin bei der Epizykloide, so wird die Hypozykloide bestimmt 
durch die Gleichungen 

T — Q 

x = (r — ß) cos y — (p + d) cos ^ 9, 

y = (r — (>)siny + ((» + ^sin^^^y, 

wo das obere Zeichen für die verkürzte, das untere für die 
gedehnte Hypozykloide gültig ist. 
Der Krümmungshalbmesser wird 

Q^ — iQ±d)Hr — Q) — {Q±d){r-2Q)QCOSj9> 

Die Ausdrücke für die Koordinaten des Krümmungsmittel- 
punktes, bei der Epizykloide sowohl als bei der Hypozykloide, werden 
so ungefügig, dass die Mühe ihrer Ausrechnung nicht belohnt wird. 

Auch hier mögen einzelne Beispiele folgen. 
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79) Aufg. Untersuchung der verkürzten Epizykloide 
d = Q = r. 

Wenn die Entfernung d des beschreibenden Punktes von der 
Peripherie des rollenden Kreises gleich dem Radius des rollenden 
und gleich dem des festen Kreises ist, also 
d = p = r, so soll die verkürzte EpizyMoide 
untersucht werden. 

Die Kurve wird dargestellt durch die 
Gleichungen 

x = 2r . (cos 9 + cos 2 y), 
y z= 2 r . (sin 9 + sin 2 y); 
oder durch die Gleichung 

{x^ + y«)«— 12 r^ {x^ + y«) = 16 r^x, 

y = + V6r2 — a?2 + 2rV9r3 + 4ra;. 

cos y + 2 cos 2 y _ 4 r^ 4- 6r^a; — a; (a;^ + y^) _ 
sin y + 2 sin 2 9 y {x^ + j/^) — 6 r^ y "~ 




dy 
dx' 



d^y_ 



_ 2r» + a;V9r^ + 4ra; 

4:y\/9r2 + 4ra; 
3(3 + 2cosy) 



dx^ 2r(siny + 2sin29))»' 

Der Krümmungshalbmesser wird 

2r(5 4-4cosy)^ 

~ 3(3 4-2cosy) ' 

y 2r (1-4-6 COS y — ^ cos* y) 

3(3 + 2cosy) 

_ 8 r . sin^ y 
•'^~3(3 + 2cosy)' 
Die Kurve hat eine Schleife, welche von ä; = bis x= — 2r 
reicht; in dem Punkte aj = — 2r, y = schneiden sich zwei Äste 

der Kurve, deren Richtungen gegeben sind durch -^=4:\/3. 

dx 

(y = I TT und = I TT.) 

80) Aufg. Untersuchung der verkürz,ten Epizykloide 
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Wenn der Badius des rollenden Kreises halb so gross ist wie 
der des festen, also Q=\ry das d aber noch beliebig, so wird 
die verkürzte Epizykloide dargestellt durch die Gleichungen 

ä; z= f r . cos y 4" (t ^ + ^ • cos 3 y , 

y = f r . sin 9 + (i ^ + d) . sin 3 y. 

dy r . cos y + (r + 2 d) . cos 3y 

dx~ r.siny + (r + 2d).sin3y~ 

r + 3d— 2(r + 2d)cos«9) 

d^y_ rd + 3d^ + 2r(r + 2d) cos^ y 
dÄ;2~3sin8y[d — 2(r + 2d)cos2y]8 ' 

Der Krümmungshalbmesser wird 

_ 3 [d« + r (r + 2 d) cos» y]^ 
~rd + 3d2 + 2r(r + 2(0cos2y • 

81) Aufg. Untersuchung der verkürzten Hypozykloide 
^ = |r, d = d. 

Wenn wieder der Radius des rollenden Kreises halb so gross 
ist wie der des festen, wenn sich die Kreise aber von innen be- 
rühren, so wird ein beliebiger Punkt der verkürzten Hypozykloide 
gegeben durch die Gleichungen 

a; = ir,cosy — (i^ + d). cosy = — d . cos y, 
y = I r . sin y + (y »• + d) . sin y = (r -f d) . sin y. 
Die Gleichung der Kurve wird 

d2"^(r + d)«~ ' 
d. h. es ist diese Hypozykloide eine Ellipse, deren halbe kleine 
Axe = d und deren halbe grosse Axe =r -\- d ist. 

Wenn d = wird, geht die Ellipse in denjenigen Durch- 
messer des Grundkreises über, welcher in der F-Axe liegt. 

82) Aufg. Untersuchung der gedehnten Epizykloide Q = r, 
d = ^\r. 

Wenn der Radius des rollenden Kreises gleich dem der Basis, 
also Q=zr ist, so sucht man die gedehnte Epizykloide unter der 
Bedingung, dass der beschreibende Punkt innerhalb des rollenden 
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Kreises liegt und um dessen halben Radios von der Peripherie ent- 
fernt ist, also d = — l^zzr — |r. 

Diese Kurve wird dargestellt durch 
a: = I r (4 cosy + cos 2y), 
y zi= I r (4 sin y + sin 2 y) = r sin 9 (2 + cos y) , 
woraus 

dy 2 cos y + cos 2 y 




dx 



4siny . (cos|y)2 ' 
3 



d QS CD 

2 r COS -^ sin^ y 



Der Krümmungshalbmesser wird 

s 

r (6 -f 4 cos y)^ 

~ 12 (cos I y)2 ' 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

2 + 3 cos y — 2 cos^ y 

^ — ^' 12(cosiy)2 ' 

F= I r . sin y . (sin | y)^. 

83) Aufg. Untersuchung der verkürzten Epizykloide 

^ = 2r, d = r. 

Wenn die Kreise sich von aussen berühren und der Radius 

des rollenden Kreises doppelt so gross als der des festen Kreises, also 

p = 2 r, die Distanz des beschreiben- 
den Punktes d aber gleich dem Radius 
der Basis r ist, so wird ein beliebiger 
Punkt der verkürzten Epizykloide 
gegeben durch 

x = 3r . [cosy + cos f y] = 

= 6r.cos|y .cosiy, 

yz=3r . [sin y -|- sin f y] = 

= 6r.sin|y . cos|y, 

woraus 

^ = tang i y. 

X 
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Durch die Elimination des Winkels 9 wird als Gleichung 
der Kurve erhalten 

(x2 + y«) . [{x'^ + y^ - 18 r»)« — 9 r« (a;« + y^ - 9 r^)] = 486 r^x. 

dy cos y + I cos | y 



dx 



sin y -f- I sin I y ' 



oder 



dy _243r5 — x.{^{x'^-\- yg)2 — 90r^ . (x^ + y^) + 406r^] 
dx~ y [3 (a;2 + y2)2 — 90 r« . {x^ + y^) + 405 r*] 

d2y_ 5 (7 + 6 cos i y) 



X= 



dx"^ 24 r . (siny + I sin |y)^ * 

Der Krümmungshalbmesser wird 

_ 3(13 + 12 cosjy)^ 
~ 5 (7 + 6 cos i y) 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden 

3(9 — ßcosjy — 36cosHy + 4cos^iy + 24cos^iy) 



r. 



r = 



5 (7 + 6 cos i y) 

6 cos i y (2 — cos y) 4- 9 (2 cos y — cos 2 y) 

~ 5(7 + 6cosiy) ^' 

12 r . sin^ j y (1 + 6 cos | y) 

^~ 5(7 + 6cosiy) 

Die Kurve schneidet die Z-Axe in vier Punkten, und zwar 
bei 0? = 0, a; = 6 r, a; = f r (— 1 + V^)- Die Kurve bildet zwei 
ineinanderliegende Schleifen, denn die beiden Punkte 



a:=|r(-l + V5) 

y = 

{^z=z^n und =i^n) 



und 



a:=|r(— 1 — V5) 
y = 
(y = 1^ TT und = ^ tt) 



sind Doppelpunkte; die Tangenten im ersten dieser Doppelpunkte 
sind bestimmt durch 

^ = + V5(5 — 2V5) = + 5tangl80 
dx 

und im zweiten durch 

p- = + Vö (5 + 2 V5) = ±b cotang 36» 
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84) Anfg. Untersuchung der gedehnten Epizykloide g = 2r, 
d = — r. 

Wenn alles wie in der vorigen Aufgabe bleibt, nur dass der 
beschreibende Punkt innerhalb der Peripherie des rollenden Kreises 
liegt, so hat man in der allgemeinen Gleichung der Epizykloide 
Q = 2ry d = — r zu setzen und erhält für einen beliebigen Punkt 
der gedehnten Epizykloide 

a: = r . [3 cosy + cos fy]» 

y = r . [3 sin y + sin 1 9]. 
Die Gleichung der Kurve wird 
(3.2 -[- y2_ 7 ^J)8_ 27 r* (2 a;« + 2 j/8 — 13 r2) = 54 r^a;. 

dy 2 cos y -f cos f y 

dx~ 2siny + sin |y ' 
oder 

dx~ y.[3(aj2 + y«— 7r2)2-54r*] ' 

d^y^ (11 + 10. cos jy) 

dx'^ 3 r . (2 sin y + sin |y)^ ' 

Der Ejümmungshalbmesser wird 
_ 3 r . (5 + 4 cos i y)^ 
~ 11 + 10 cos iy * 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden 
, — 3 + 6cos|y + 12 cos* | y — 4 cos^ | y — 8 cos^ | y 




11 + 10 cos i y 



r = 



_ 2 cos I y (2 — cos y) + 2 cos y — cos 2 y 
~ 11 + 10 cos iy '^' 

4sinn»(l + 2cosiy) 
^~ 11 + lOcosiy 

Die Kurve schneidet die XAxe in drei Punkten und zwar 
bei a; = 2r, y = 7r, a; = 4r, y=:0 und a; = — ir (3 + Vi3), 

y = arccosf-f^). Der Pankt {^Z^ ''^' + ^^} ist 

ein Doppelpunkt; für denselben ist der wahre Wert des in un- 
bestimmter Form erscheinenden Differentialquotienten 
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äl=±/ 



13(7 + 2Vl3) 



Die Kurve besitzt eine Schleife, welche sich erstreckt von x = 2r 
bisa; = — ir(3 + v/l3). 

85) Anfg. Untersuchung der verkürzten Hypozykloide 
Q = 2r, d = r. 

Wenn der Eadius des rollenden Kreises doppelt so gross ist 
wie der des festen, also (> = 2r, und wenn sich die Kreise be- 
ständig von innen berühren, so wird in diesem Fall der rollende 
Kreis den festen umschliessen. Die Entfernung des beschreibenden 
Punktes von der Peripherie des rollenden Kreises sei gleich dem 
Radius des festen und liege ausserhalb der Peripherie, dann wird 
ein beliebiger Punkt der verkürzten Hypozykloide bestimmt durch 
ic = 3 r . cos 1^ y — r . cos y, 
y = 3 r . sin 1 9 — r . sing). 
Die Gleichung der Kurve wird 

[x^ + y^-10r^].[x^ + y^ — r'^]-\-18rHx — r) = 0; 
dy Scos^y — 2cosy 



oder 

dy_ 


3 fdn i 9 — 2 sin 9» ' 


dx~~ 
cPy 


17 — 18 . cos i y 



dx^ r.(3sin|y — 2 sin 9)^' 

Die Länge des Ejümmungshalbmessers wird 

_ r(13 — 12cosiy)^ 
~ 17 — 18 cos i y 

3 r (3 — 6 cos I y + 4 cos^ \ y) 
17 — 18 cos i g> 




X= 



y_ 12r.sin^|y 



17 



18 cos \ I 



86) Aufg. Untersuchung der gedehnten Hypozykloide 
f = 2r, d = — r. 
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Wenn mit Beibehaltong derselben Bedingungen wie yoiUn 
der beschreibende Ponkt innerhalb der Peripherie des rollenden 

Kreises nnd wieder in der Ehitfernimg 
= r von der Peripherie liegt, so wird die 
gedehnte Hypossykloide dargestellt durch 
a: = — r cosy + rcosi9) = 

= 2r.sin|9.sinJ7, 
y = — rsin9 + rsin|^y = 

= — 2r.cos|9.sinj5P, 
oder zwischen rechtwinkligen Koordinaten 
allein 
{x^ + y^{x^ + y^ — 'ir^ + 2r^x = 0. 

dy — 2 cos y + cos ^y — 2cosy + cos ^ qf 

dx 2siny — sin^y sin 1 9. (4 cos i 9 — 1) ' 




oder 



dy_ r^ — x.[3r'^ — 2{x^-\- y^] 
dx~ y.[3r^ — 2{x^ + y^] ' 

d^y_ 3(3 — 2cosiy) 
dx^ r . (2 sin y — sin ^ y)^ ' 

Der Krümmungshalbmesser wird 

3 
r (5 — 4 cos I <py 

"" 3 (3 — 2 cos i 9) • 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpnnktes werden 

r (1 — 6 cos I y + 4 cos^ \ y) 
3 (3 — 2 cos i 9) 



X= 



y_ 4r.sin^|9 
3 (3 — 2 cos i y) • 
Die X'Axe wird von der Kurve in drei Punkten geschnitten, 
bei 3?= — 2r {g) = 27t\ bei x=0 (y=0) und bei x=r (9?=!^ 

und =^^-n). Der Punkt | ~^l ist ein Doppelpunkt; die Rich- 
tungen der beiden sich hier schneidenden Äste sind gegeben durch 

-^ = + V3 . Auch hat die Kurve eine Schleife in der Ausdehnung 
dx — * 

von x = bis x = r. 
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7. E^yeloppen. 

87) Auf g. Der Mittelpunkt eines veränderlichen Kreises bewegt 
sich auf der Z-Axe so, dass das Quadrat des Radius in jeder 
Lage gleich der zugehörigen Abszisse a des 
Mittelpunktes, multipliziert in eine Eon- 
stante m ist; es soll die Kurve gefunden 
werden, welche alle diese beweglichen Kreise 
einhüllt. 

Lös. Die Gleichung des Kreises 
irgend einer Lage wird 

y^-\-{x — a)^ — m a = 0, 
also der partielle nach a genommene Differentialquotient 

— 2{x — a) — m = 0; 
mithin die Gleichung der einhüllenden Kurve 

y^z=:mx-\- \ rr?. 
Die Enveloppe ist somit eine Parabel. 

88) Aufg. In den Endpunkten einer gegebenen geraden Linie 
(= 2 a) sind zwei parallele Linien gezogen, und eine andere Gerade 
bewegt sich stets so, dass das Produkt der durch sie von den 






beiden Parallelen abgeschnittenen Stücke einem gegebenen Quadrate 
Ä^ gleich ist; es soll die einhüllende Kurve dieser beweglichen 
Geraden gefunden werden. 

Lös. Wenn die Richtung der gegebenen begrenzten Geraden 
zur Z-Axe und die durch ihre Mitte mit den beiden anderen 



- 24Ö - 

gegebenen Oeraden parallel gezogene Lmie zur F-Axe angenommen 
wird und wenn man bei einer bestimmten Lage der beweglichen 
Linie das Stück, welches sie von der F-Axe abschneidet, mit a 
bezeichnet, so werden die beiden Stücke, welche dieselbe von den 
beiden festen Ordinaten abschneidet, 

y^=a — ca\ y2 = a-{'ca, 
wo c eine noch zu bestimmende Eonstante in der allgemeinen 
Gleichung y —a = cx der beweglichen Geraden ist. Aus der Be- 

dingung ^1^2 = + **» ^^^S^ ^ = — — • Hi^^ gilt das obere 

Zeichen, wenn die beiden Ordinatenabschnitte yi und ^2 ^^^^^ ^^ 
einerlei Seite der Abszissenaxe liegen und das untere, wenn sie auf 
verschiedenen Seiten liegen. Durch Elimination der Grösse a aus 

y — a=^ —5^ ' und — 1 = — ^ 

a aV^^ + Ä^ 

erhält man als Gleichung der einhüllenden Kurve entweder 



yg + ^ ^= 1» d. h. die Gleichung einer Ellipse, 



ä2 ' a' 



oder 



/p2 ^z 

-g — ^=1, d.h. die Gleichung einer Hyperbel. 



89) Aufg. Eine gerade Linie bewegt sich so, dass sie mit 
zweien, unter gegebenem Winkel l sich schneidenden Geraden 
Dreiecke bildet, die einen konstanten Flächeninhalt k^ haben; man 
sucht die einhüllende Kurve dieser Geraden. 

Lös. Nimmt man die beiden Schenkel des gegebenen Winkels 
zu Koordinatenaxen an und bezeichnet die 
Stücke, welche die bewegliche gerade Linie 
in einer ihrer Lagen von diesen Axen ab- 
schneidet, mit a und /?, so ist die Gleichung 
dieser Linie 

a^ ß 
oder, da die Fläche des abgeschnittenen 
Dreiecks \aß.sml=zk^ sein soll, 
y.a^.smX = 2k^{a — x). 




— 241 — 



Hieraus und aus den partiellen Differentialquotienten nach a, 
nämlich 

y ,a ,BmX — t^ = 0, 

erhält man nach Elimination von a als Gleichung der einhüllen- 
den Kurve 

— _*i_ 
^y~ 2.sinX ' 

welches die Gleichung einer Hyperbel ist, bei der die Koor- 
diaatenaxen, hier also die beiden gegebenen Geraden, Asymp- 
toten sind. 

90) Aufg. Man bestimme die Enveloppe aller 
konzentrischen Ellipsen von gleichem Flächen- 
inhalt TTc^, deren Axenrichtungen zusammen- 
fallen. 

Lös. Die gesuchte Kurve hat die Gleichung 

besteht also aus zwei gleichseitigen Hyperbeln, 
deren Asymptoten die Koordinatenaxen sind. 

91) Aufg. Eine gerade Linie von gegebener Länge k bewegt 
sich so, dass ihre Endpunkte beständig in zwei auf einander senk- 
recht stehenden festen Geraden Hegen; es wird die einhüllende 
Kurve dieser bewegten Linie gesucht. 

Lös. Wenn man die festen Geraden zu Koordinatenaxen 
annimmt und die Stücke, welche von ihnen 
durch die bewegliche Gerade in einer ihrer 
Lagen abgeschnitten werden, mit a und ß be- 
zeichnet, so hat man 




also 






y 



^2-f a2 = Ä2; 



+ -=1. 




Eliminiert man hieraus und aus dem partiellen in Bezug auf 
a genommenen Differentialquotienten die Grösse a, so ergibt sich 
als Gleichung der einhüllenden Kurve 

8 2 2 

a?^ +y^ =Ä^. (Asteroide.) 



Sohnoke*! Anf^benBammlong. I. 



16 
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Anmerkung. Diese Kurve kann auch erhalten werden als 
Enveloppe konzentrischer Ellipsen, welche die Axenrichtungen ge- 
mein haben und bei welchen die Summe der 
Halbaxen konstant = k ist. 

Auf ein ähnliches Resultat, nämlich 

auf die Kurve (— )^+ (y)^ = 1 führt 
folgende Aufgabe: Von jedem Punkte der 

2 2 

Ellipse ^ + ^ = 1 werden Lote auf die 

Axen gefällt und die Fusspunkte derselben 
durch Gerade verbunden; man bestimme die Enveloppe aller dieser 
Geraden. 

Wird in dieser Aufgabe an Stelle der Ellipse ein Kreis ge- 
setzt, d. h. ist a = & = Ä, so wird wieder obige Kurve erhalteo. 

92) Auf g. Der Mittelpunkt eines Kreises von gegebenem Radius 
r bewegt sich auf einer gegebenen Kurve /"(«,/?) = oder /?=y (a); 
man sucht die Kurve, welche alle diese Kreise einhüllt. 
Lös. Die Gleichung des Kreises wird 

(a:-a)2 4-[y-y(a)P — r2 = 0, 
und die Differentation in Bezug auf a ergibt 

«-« + [y-9(«)]^ = 0. 

Wenn man aus diesen beiden Gleichungen a eliminiert, so 
erhält man die Gleichung der gesuchten einhüllenden Kurve. 

Wäre z. B. als leitende Kurve ein Kreis unter der Form 

gegeben, so wäre die Gleichung der einhüllenden Kurve 
a:2 + t/2 = (i2 + r)2, 

d. h. die Enveloppe wäre ein konzentrischer Kreis, dessen Radios 
die Summe oder Differenz der beiden gegebenen Radien ist. 

Wäre als leitende Kurve die gerade Linie ß=zaa-]-h ge- 
geben, so wäre die Gleichung der den beweglichen Kreis ein- 
hüllenden Kurve wieder die einer geraden Linie 

y^zax-^- 6 + rVl + «*• 
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Aas den allgfemeinen Gleichungen ergibt sich heil&ofig noch: 
t Z"'^" „ . y-ß = ±- " 



X 



v^ 



Vi 



und hieraus, wenn man beides nach a differentiiert, 



ix da ' 

d. h. die einhüllende Kurve besitzt in jedem Punkte mit der ein- 
gehüllten eine gemeinsame Tangente. Die beiden einhüllenden 
Kurven sind Parällelkurven. 

93) Äufg. Der Mittelpunkt eines Kreises von variablem Radius 
bewegt sich auf einer gegebenen Kurve, während die Peripherie 
desselben immer durch einen gegebenen festen Punkt geht. 
Es soll die einhüllende Kurve des bewegten Kreises gefunden 
werden. 





Lös. Wenn der feste Punkt zum Anfangspunkt der Koor- 
dinaten genommen wird und die Koordinaten des Mittelpunktes 
des bewegten Kreises a und ß sind, so wird die Gleichung dieses 

Kreises 

x^^y^ = 2ax + 2ßy. 

Die Gleichung der leitenden Kurve sei /*(«, /9) = oder 
ßz=^{a)\ dann wird der Differentialquotient der vorigen Gleichung 
in Bezug auf a 

dß 



V' 



da 



+ a: = 0, 



16* 
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ans welchen beiden Gleichnngen man dnrch ESünination von a die 
gesuchte Gleichung der einhüllenden Kurve erhält. 

Wäre z. B. als leitende Eurre ein Kreis mit dem Radius r 
und den Mittelpunktskoordinaten p und q gegeben, wäre also 
tf — «)^ + (« — i^)* = ^*» so würde die Gleichung der einhüllen- 
den Kurve sein 

{x^ + y^-2px-2qy)^ = ArHx^-{-y% 

und wenn man den Mittelpunkt des leitenden Kreises in den 
Anfangspunkt der Koordinaten selbst verlegt, also p = und q = Q 
setzt, so ergibt sich als einhüllende Kurve 

d. h. ein dem ersten konzentrischer Kreis , dessen Badins das 
Doppelte vom früheren ist. 

Nähme man als leitende Kurve eine Ellipse mit den beiden 
Halbaxen a und b und den Mittelpunktskoordinaten p und q und 
denkt man sich die Koordinatenaxen parallel mit den Axen der 
Ellipse, so würde die Gleichung der den bewegten Kreis ein- 
hüllenden Kurve sein 

{x^-\-y^ — 2px — 2qy)^ = 4{a'^x'^-\-b^y^. 

Wenn hierbei der feste Punkt in einem Brennpunkt der 
Ellipse liegt, so ist die einhüllende Kurve ein Kreis, dessen Mittel- 
punkt im zweiten Brennpunkt liegt und dessen Radius = 2 a, also 
gleich der grossen Axe der Ellipse ist. 

94) Aufg. Der Mittelpunkt einer beweg- 
lichen Ellipse mit den Halbaxen h und Je 
bewegt sich auf einer anderen Ellipse mit 
denselben Halbaxen, deren Mittelpunkt der 
Koordinatenanfangspunkt ist. Welches ist 
die Enveloppe der beweglichen Ellipse? 




Lös. 



rc^ 



y"" 



= 1. 



(2A)2 ' (2Ä)' 



Man bestimme die Enveloppe der Geraden 



a^ b ^' 
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wenn die variablen Parameter a und b mit den Eonstanten m 
und n durch die Gleichung /y 



m n 



verbunden sind. 



Lös. V— + \ — = 1- I^iö geome- 




irische Interpretation dieses Problems ergibt 

eine bekannte Konstruktion der Parabel als Enveloppe ihrer 

Tangenten. 

96) Aufg. Von jedem Punkte der Ellipse 
^4-^=1 werden Tangentenpaare an die 



1 gezogen. Es wird die 



Enveloppe der Berührungssehnen (Polaren 
derjenigen Punkte, von denen aus die Tan- 
genten gezogen sind) verlangt. 




Lös. 



6* 



= 1. 



97) Aufg. Man bestimme die Enveloppe der Berührungssehnen 



x^ 



aller deijenigen Tangentenpaare an die Ellipse -ö + ys = 1» welche 



J/^_ 



62 



auf einander senkrecht stehen. 

Lös. Bedenkt man, dass der geome- 
trische Ort derjenigen Punkte, von welchen 
aus sich Tangenten an die gegebene Ellipse 
ziehen lassen, die aufeinander senkrecht 
stehen, der Kreis x^ + y'^-=^a^ -\- h^ ist, so 
erhält man durch die Substitution 

h = k = {^M^^ 
in die vorhergehende Aufgabe als Lösung 
die der gegebenen konfokale Ellipse 




a2 + 6« 



a?« 



j4 y — A. 
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98) Aufg. Es soll die Enyeloppe der Sehnen gefunden werden, 
welche die Endpunkte konjugierter Durchmesser der Ellipse 

^^y!— 1 

mit einander verbinden. 

Lös. Bezeichnet man mit £ und ij die Koordinaten eines 
Y Endpunktes des einen Durchmessers, so sind 

-r-ij, ? diejenigen eines Endpunktes des 

a 

koigugierten Durchmessers. Folglich wird die 

Gleichung der Verbindungssehne 




f(y — — Äj) — l(a; + yy) + a6 = 0. 



Hierin bedeuten $ und tq zwei variable Parameter, die darcli 

die Gleichung — s + ^ = 1 mit einander verbunden sind. Die 

2 a;2 2 1/2 

Enveloppe aller dieser Geraden ist die Ellipse — 2" + ^- = l• 
99) Auf g. Welche Gleichung muss zwischen den variablen Para- 
metern u und V bestehen, damit die Gerade ux-\- vy=^l in jeder 

2 2 

ihrer Lagen Tangente an die Ellipse ^+^ = 1 sei? 

Lös. Es muss a^ u^-\-h^v^=^l sein. (Gleichung der Ellipse 
in Linienkoordinaten). 
100) Aufg. Es ist die Evolute der Kurve 

% t 8 

zu bestimmen. (VergL Aufg. 77.) 

Lös. Die Koordinaten eines beliebigen Punktes dieser Kurve 
können gegeben werden durch die Gleichungen 
X -=za cos* y , y =a sin® y. 

Demnach wird die Gleichung der Normale in diesem Punkte 

a; cos y — y sin y = a cos 2 y 
oder 

^ + y 4- py 2aV2. 

sin(y + ^j cos(g)+-^j 
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Betrachtet man iu dieser Gleichung y als variablen Para- 
meter, so ist die Enveloppe aller dieser Normalen die gesuchte 
Evolute. Man erhält die Gleichung 

ix + y)^ + {x~-y)^ = 2a^, 
Anmerkung. Es ist eine nützliche Übung, die Evolute einer 
gegebenen Kurve nicht nur als Ort der Erümmungsmittelpunkte 
derselben zu bestimmen, sondern auch dadurch, dass man sie als 
Enveloppe der Normalen dieser Kurve ansieht. 



8. Fusspunktkurven. 
101) Aufg. Man bestimme für den Koordinatenanfangspunkt als 
Pol die Fusspunktkurve der Kurve 

Lös. Die Fusspunktkurve hat die Gleichung 

n n n 

(a ?)^ + (6^)^' = {^ + ^2)^ . 
Für die gleichseitige Hyperbel, 6 = a\/— 1» w = 2, ergibt 
sich die Lemniskate 

Für a = 6 und n = | (vergl. Aufg. 1) erhält man hieraus 

(52 + 1,2)3=^2^2,2^ 

in Polarkoordinaten: r==2asin2y. 

Zusatz. Man erhält dieselbe Kurve durch folgende Kon- 
struktion: Man lege an einen festen 
Kreis mit dem Radius a eine feste Tan- 
gente und schlage um den Berührungs- 
punkt Kreise mit verschiedenen Badien. 
Ein solcher Kreis schneidet sowohl den 
festen Kreis, wie die feste Tangente 
in 2 Punkten. .Man halbiere nun den 
Bogen des variabeln Kreises, der durch 
einen Punkt der festen Tangente und 
einen Punkt des festen Kreises begrenzt 
wird. Man erhält jedesmal 8 Punkte. Vergl. Aufg. 27. 
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102) Aufg. Man zeige, dass die Fassponktkorve der Kurve 

für den Pol des Koordinatensystems eine Parabel ist, deren Brenn- 
punkt der Pol ist. 

103) Aufg. Es soll bewiesen werden, dass die Fusspunktkurve 
der Kurve 

r" = a* cos n g> 

für den Pol des Koordinatensystems wieder eine Kurve von der- 
selben Art ist. 

104) Aufg. Wenn dem Punkte P der gegebenen 
Kurve ein Punkt n der Fusspunktkurve entspricht, 
so soll gezeigt werden, dass die Tangente an die 
Fusspunktkurve im Punkte n ebenfalls Tangente 
an den Kreis ist, der über ÄP als Durchmesser 
beschrieben wird. 

105) Aufg. Die Gleichung einer Kurve in Polarkoordinaten ist 
r -.= f{(p). Welches ist die Gleichung ihrer Fusspunktkurve, gleich- 
falls in Polarkoordinaten? 

Lös. Nennt man Leitstrahl und Amplitude der Fusspunkt- 
kurve Q und ip, so ist 

wobei 

^ = arc tang —r 
r 

ist. Eliminiert man aus beiden Gleichungen mit Benutzung der 
Relation r = f{(y>) r und y, so erhält man 

F{ip,9) = 
als Gleichung der gesuchten Kurve. 
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9. Parallelkuiren. 

106) Aufg. Man beweise den Satz: Tangenten in entsprechenden 
Punkten einer gegebenen Kurve F{xty)^=0 und ihrer Parallel- 
korve sind parallel. 

Lös. Der Abstand zwischen beiden Kurven sei k. Dann ist 
d J = d ic + Ä: cos a d a = cos a (d 5 + Ä d a) , 

d ij = d y + Ä sin a d a = sin a (d » + i d o). 
Die Parallelknrve kann also angesehen werden entweder als 
Enveloppe einer Geraden, 

welche der Tangente an die gegebene Kurve parallel und in kon- 
stanter Entfernung + Je von derselben ist, oder als Enveloppe des 
Kreises vom Radius k 

{^-xy + {ri-y)^=^k^ 
dessen Mittelpunkt sich auf der gegebenen Kurve bewegt. (Vergl. 
Aufg. 92.) 

107) Aufg. Bezeichnet man mit da das Bogendifferential der 
Parallelkurve, so findet sich 

d(f=:{ds^kda). 

Welcher Satz liegt hierin? 

Lös. Ein endliches Bogenstück einer Parallelkurve hat die 
Länge des entsprechenden Bogenstückes der Grundkurve, vermindert 
oder vermehrt um denjenigen Teil der Peripherie eines Kreises 
vom Radius k, welcher die Differenz der Werte von a am Ende 
und Anfang des Kurvenbogens zum Zentriwinkel hat. 

108) Aufg. Für das Flächenelement, welches begrenzt wird von 
der gegebenen und der Parallelkurve und von zwei Normalen, die 
den Winkel da mit einander verschliessen, erhält man 

kds + \k^da. 
Welche Eigenschaft der Parallelkurven drückt diese Formel aus? 

109) Aufg. Den Krümmungsradius einer Parallelkurve zu be- 
rechnen. 

Lös. Der Krümmungsradius q' wird 

, d(f ds -^ , — - , 

^ da da^ ^ ' 
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110) Aufg. Es sei ein Kreis mit dem Radius r gegeben; man 
suche die Parallelkurye 

Lös. Die Gleichung des Kreises sei 

Irgend ein Punkt x, y desselben ist bestimmt durch die Gleichungen 
a; = rcosy, y = rsiny. 
Hieraus folgt 

tang ß = — cotang y, also a == -^ + y. 

Demnach erhält man für die Koordinaten des entsprechenden 
Punktes der Parallelkurve: 

J=(r + Ä)cos9), 

ij = (r + Ä) siny, 
woraus sich als Gleichung der inneren oder äusseren Parallel- 
kurve ergibt 

e2 + ij2 = (r + Ä)2. 

Es sind somit die Parallelkurven Kreise, welche mit dem 
gegebenen konzentrisch sind. 

111) Aufg. Es sei eine Ellipse mit den beiden Halbaxen a und 6 

gegeben; man sucht die beiden Parallel- 
kurven. 

Lös. Wenn die Ellipse darg-estellt 
ist durch die beiden Gleichungen 
a; = acosy, y = ftsing), 
so findet man für die Koordinaten der 
dem Punkte x, y entsprechenden Punkte 
der Parallelkurven 

^~ V^^sin^y + 62cos2yJ 




l = x^ 



7 dx 



cos 9>, 






, sm^). 



Wenn man hieraus den Winkel 9 eliminiert, erhält man die 
Gleichungen der Parallelkurven. 
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112) Aufg. Wenn man für die gewöhnliche Zykloide die Parallel- 
kurven sucht, so ist für einen beliebigen Punkt der Zykloide 
x = r .{g> — sin y), 
y = r . (1 — cos y). 
Die Koordinaten der entsprechenden 
Punkte der Parallelkurven sind dann be- 
stimmt durch 

5 = r . y — (2 r sin i y + Ä) . cos I y, 
ij = (2 r sin ^ y ip Ä) . sin I y. 




Kapitel IX. 

Anwendung der Differentialrechnung auf die Untersuchung 

der Raumkurven. 



§ 24. Lehrsätze. 
Eine doppelt gekrümmte Kurve oder eine Raumkurve kann 
dadurch gegeben werden, dass man die rechtwinkligen Koordinaten 
X, y, z eines beliebigen Punktes derselben als Funktionen einer 
vierten Veränderlichen t darstellt: 

x = fi{t), y = f2{t), ^ = fs{t). 
Kann aus diesen drei Gleichungen die Grösse / eliminiert 
werden, so erhält man zwei Gleichungen 

Ft {x, y, ^) = , F2 (x, y,z) = 0, 
welche, zusammengenommen, die Kurve als Durchschnitt zweier 
Flächen erscheinen lassen. 

Bezeichnen a, /?, y die Winkel, welche die Tangente an die 
Kurve im Punkte x, y, z mit den Koordinatenaxen einschliesst, so 
findet sich 

ix a dy dz 

cos a = 3— , cos /? = ^ , cos y = -5— , 
as as ds 

wo 



ds = }Jdx^-\-dy^-\-dz^ 
das Bogendifferential der Kurve bedeutet. 

Es sind demnach die Gleichungen der Tangente im Punkte 
X, y, z 

^ — x _ ri — y _ ^ — z 
dx dy dz ^ 

dt dt dt 

und die Gleichung der Normalebene in diesem Punkte wird 

sf«-«)+5-r<''-^)+si«-')=<>- 
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Diejenige Ebene, welche zwei benachbarte Kurvenelemente 
oder ausser dem Punkte Xy y, z noch die zwei benachbarten Eurven- 
punkte enthält, heisst die Oskulations- oder Schmiegungs- 
ebene oder auch die Krümmungsebene der Kurve im Punkte 
X, y, z. Ihre Greichung lautet: 

^(?-Ä:) + J5(ij-y) + C(f-^) = 0, 
wo 

A^=dyd^z — dzä^y, 
B = dzd^x — dxd^ z, 
C=dxd^y — dyd^x. 

Die Normale dieser Ebene im Punkte Xj y, z heisst die 
Binormale der Kurve, weil sie auf zwei benachbarten Kurven- 
elementen zugleich senkrecht steht. Sind ctg, ßz, 72 ^^ Winkel, 
welche dieselbe mit den Koordinatenaxen einschliesst, so ist 
Ä ^ B C 



cosa2=-g-, cosft=-^, cosyg— 2) 



wo 



D=y/jJTB^ + C^=dsy/{d^x)^-j-{d^y)^+{d^z)^ — {d^s)^ = 



-^^'^m^m^m 



Wird der Winkel zweier benachbarten Tangenten oder der 
Kontingenzwinkel mit dv bezeichnet, so findet sich 



-=^=«v(4^^Rä'= 



= }J{d cos a)2 + {d cos /?)» + (d cos y)« . 

Das Verhältnis des Kontingenzwinkels dr zum Bogendiffe- 
rential ds heisst die erste Krümmung der Kurve oder die 
Krümmung in der Oskulationsebene. Bezeichnet man den Kadius 
der ersten Krümmung mit p, so hat man die Beziehungen 

QdT = d8, 

ds ds^ 1 



Q = l^ = 



y/W+mhm' 



dt: D 
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unter der Haaptnonnale der Enrve im Pnnkte x, y, g ver- 
steht man diejenige Normale, welche in der Oskolationsebene liegt. 
Werden die Winkel, welche sie mit den Koordinatenaxen bildet, 
"üt Oj, ß^, Yi bezeichnet, so findet sich 

dcosa d*x 

cosoj = — -^ — = f ■ 



d% 



cos 



. dcosß 



cos/i 



dT 
dcosY 



= 9 



ds* 

d^ 
ds* 

d^z 



dT ^da^' 

In der Hauptnormale liegt der Erümmungsmittelpankt, 
dessen Koordinaten sind: 



X = x + (>' 



ds»' 






rr I 9^11 



Man nennt den Winkel, den zwei benachbarte Oskulations- 
ebenen mit einander bilden, den Schmiegungs-, Torsions- oder 
Windungswinkel. Wird derselbe mit i^ bezeichnet, so ist 
d» = ^J{d cos a^f + (d cos ß^Y + (d cos yg)^ 
Wenn für alle Werte von x, y, z die Grösse d^z=0 oder 
der Zähler von d^, d. i. die Determinante 

dx dy dz 
d^x d^y d^z =0 
d^x d^y d^z 
ist, so ist die Kurve eine ebene Kurve. 

Zwischen den Winkeln a, ß, y; o^, /J^, y^ und «2» Ä> fi ^^ 
stehen folgende, von Freuet herrührende Formeln: 

dcosa dcosog 



COS€t| 



dT 



d^ ' 
dcosß dcos/?2 

dcosy d cos Yz 

dr ~ d^ ' 

Das Verhältnis des Schmiegungswinkes zum Bogendifferential 
heisst die zweite Krümmung oder die Torsion (Windung) der 
Kurve, und der reziproke Wert r der zweiten Krümmung 



cos ßi 



cos /i 
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wird der Eadius der zweiten Erümmung genannt. 
Zuweilen wird die Grösse 

als Winkel der ganzen Krümmung der Kurve bezeichnet. Es 
ist dies der Winkel, den zwei benachbarte Hauptnormalen mit 
einander einschliessen. Nach Analogie der ersten und zweiten 
Krümmung einer doppelt gekrümmten Kurve wird das Verhältnis 



die ganze Krümmung und die Grösse E* der Radius der 
ganzen Krümmung der Kurve genannt. (Schell.) 

Die Ebene, welche im Punkte Xy y, z senkrecht steht auf der 
Hauptnormale, heisst rektifizierende Ebene. Ihre Gleichung ist 
cos ai (f — a;) + cos ft (^ — y) + cos /i {t — z) = 0. 

Die Schnittlinie zweier benachbarten rektifizierenden Ebenen 
heisst rektifizierende Kante. Bezeichnet man die Winkel, 
welche die rektifizierende Kante mit den Koordinatenaxen eüi- 
schliesst, mit a*, 6*, c*, so ist 

^ d» .dir 12* , ii* 

cos a* = ^^ cos a + ^^ cos Oj = — cos a H cos «• > 

dk dk ^ r ' p ^' 

cos &= 31: cos /5? + TT cos ß2= — cosß -\ cos /Sg , 

Cu K Qf rC V Q 

„ d» , dr B* , JK* 

cos c* = TT cos y + ^^ cos y« = — cos y H cos Vo . 

dk dk ^ r ' q "' 

Diejenige Kugelfläche, welche in einem bestimmten Punkte 
der Raumkurve vier unendlich benachbarte Punkte mit der Eaum- 
kurve gemeinsam hat, heisst Schmiegungs- oder Oskulations- 
kugel der Raumkurve in diesem Punkte. Ihr Mittelpunkt, welcher 
der Schnittpunkt dreier benachbarter Normalebenen ist, hat von 
der Oskulationsebene den Abstand 

, d^ dQ 

^~d»~^di' 



— 256 - 

Der Radius R der Schmiegongskugel ergibt sich aus der 
Gleichung 

Ihr Mittelpunkt hat die Koordinaten: 

Die Schraubenlinie, welche im Punkte x, y, z mit der Raum- 
kurve alle hier berechneten Grössen, mit Ausnahme der Schmiegungs- 
kugel, gemein hat, wird die oskulierende Schraubenlinie 
(Helix) der Kurve genannt. Die Axe des Rotationszylinders, auf 
welcher dieselbe liegt, ist der rektifizierenden Kante parallel. 
Werden die Koordinaten eines Punktes dieser Schraubenlinie 
gegeben durch die Gleichungen 

ic = wcosy, y = msiny, £' = ny, 
so sind die Konstanten m und n zu bestimmen aus den Gleichongeo 

Q = > r = , 

w n 

wo Q und r die Radien der ersten und zweiten Krümmung der 
vorliegenden Raumkurve im Punkte x, y, z sind. 



§ 25. Beispiele. 
1) Aufg. Man beweise den Satz: Wenn die beiden Krümmungefl 

^^^j^^^.^ — und — einer Raumkurve ein konstantes Ver- 

A,^^/ 1^ \ hältnis haben, so sind die Hauptnormalen dieser 
pW/f^^ Kurve einer festen Ebene und die rektifizieren- 

SM^'^'^^^ijA den Kanten einer festen Geraden parallel. Mit 
^\^'\^^~^^ 1 anderen Worten: Die rektifizierende Develop- 
^s^^ ä 'Z^ pable ist ein Zylinder und die Raumkurve eine 
^^"^'^'^^''^ Schraubenlinie, (Bertrand.) 



— 267 — 

Anleitung. Der Beweis kann gegeben werden mit Hülfe 
des Satzes: Die rektifizierende Kante teilt den Winkel zwischen 
Tangente und Binormale in der Weise, dass die Sinus der Teile 
sich verhalten wie dr : di^, wie leicht aus den allgemeinen 
Gleichungen für cosa* u. s. w. zu rektifizieren ist. Trägt man 

daher auf die Tangente vom Kurvenpunkte aus die Strecke — , 

auf die Binormale die Strecke — ab und denkt sich die Figur 

zu einem Parallelogramm vervollständigt, so besitzt die Diagonale 
desselben die Richtung der rektifizierenden Kante und die Länge 

der ganzen Krümmung. Wenn nun — konstant ist, so ist auch ^g 

konstant und daher sind auch die Winkel des Dreiecks, dessen 

Seiten — , — und ^^^ sind, konstant. Die Eaumkurve schneidet 
Q r jB* 

somit sämtliche Erzeugende der rektifizierenden Developpablen 

unter konstantem Winkel; sie ist also eine isogonale Trajektorie 

dieser Erzeugenden. Zeigt man noch (durch Differentiation), dass 

die Grössen cos a*, cos 6*, cos c* unabhängig von der Lage des 

Kurvenpunktes sind, so ergeben sich leicht die in obigem Satze 

ausgesprochenen Eigenschaften der Raumkurve. 

Zusatz. Wenn die beiden Krümmungen — und — einer 

Q r 

Baumkurve konstant sind, so ist die Kurve eine Schraubenlinie, 

die auf einem Kreiszylinder liegt. 

2) Aufg. Es soll die zylindrische Schraubenlinie unter- 
sucht werden. 

Lös. Die rechtwinkligen Koordinaten irgend eines Punktes 
der zylindrischen Schraubenlinie können dargestellt werden durch 
die Gleichungen 

ajzzzmcosy, y = wsin5p, z=zn(p. 
Hieraus folgt 

d. h. die Kurve liegt auf einem geraden Kreiszylinder vom Radius 
m. Die Projektion der Kurve auf die X^-Ebene ist die Kurve 

Sohnoke'8 Aofgabeiuammlaiig. I, yi 
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x^=mcos — , diejenige auf die F^Ebene die Kurve y = wsiii — . 
n u 

Die Rechnung ergibt 



ds = yjm^ -^n^ .d^\ 

a tn cos 9 

cos/? = , 

cos /?! = — sin 9 , 

ncosy 



cosy = 



cos/?2= — 



yjm^ + n^ 




cos Xg = 



Vm^ + w^ 



— msincp 
cosa = , =, 

Vm^ + n« 
cos Oj = — cos tp , 

nsincp 

cos «2 = , 

Da cosy, cos/j, cosyj konstant sind, so ist die Kurve eine 
isogonale Trajektorie der Erzeugenden des 
Zylinders, auf welchem sie liegt; die Binor- 
malen bilden mit der Z-Axe und folglich 
die Oskulationsebenen mit der ZF-Ebene 
einen konstanten Winkel. Die Haupt- 
normalen schneiden die Z-Axe und da 
cosyi = ist, so sind sie der ZF-Ebene 
parallel, woraus folgt, dass die rekti- 
fizierenden Ebenen der Z-Axe parallel 
sind. Die rektifizierende Developpable ist 
identisch mit dem Zylinder rc^ -|- y^ = wi^ 
Wird dieser Zylinder in eine Ebene aus- 
gebreitet, so erscheint die Schraubenlinie 
jn der Abwickelung als Gerade. 

Es wird ferner 
mdg> 




dT = - 



nfl -^ n^ 



dk = d(p, 



n 



ij* = y/tn^ + n^ ; 



d^ 



0, 



R = Q. 



Es sind somit sämtliche Krümmungen, sowie auch der Eadias 
der oskulierenden Kugel der Schraubenlinie konstant. Dass die 
rektifizierenden Kanten der Z-Axe parallel sind, wird bestätigt 
durch die Formebi 

cosa* = 0, cos6* = 0, cosc* = l. 
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Es ist die Gleichung der Nonnalebene: 
— w sin 9 (J — ic) + m cos y (ij — y) + n (f — ^) = 0, 
der Oskulationsebene: 

w sin y (f — a?) — n cos y (ij — y) + m (t — ^) = 0, 
der rektifizierenden Ebene: 

cos y (J — x) -\- sin g) (tj — y) = 0. 
3) Aufg. Untersuchung der konischen Spirale. 

Lös. Jeder Punkt dieser Kurve ist bestimmt durch die 
Gleichungen 

x = tcos{mlt)j y=tsm{inlt)y g=^nty 




in welchen t die unabhängige Veränderliche bedeutet. Aus den- 
selben folgt 

daher liegt die Kurve auf einem Rotationskegel, dessen Spitze der 

Koordinatenanfangspunkt und dessen Axe die Z-Axe ist. Die 

Gleichung 

a;2 + y2 = ^2 

lässt erkennen, dass jeder bestimmte Wert der unabhängigen Ver- 
änderlichen t den Abstand des zugehörigen Kurvenpunktes von der 
Z-Axe angibt. Setzt man der Kürze wegen mlt=^q>, so folgt 

17* 
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< = 6^, und es ist somit die Horizontalprojektion der zu unter- 
suchenden Baumkurve eine logarithmische Spirale. Man findet 

dx={cosg) — msiny)d<, d-x= — jdydt, d^x= -^{l-\-m'^)sin<pdf] 

dy={smg>'^mcosg>)dt, d^y= —dxdt\ d^y=z — _(i-j-^2)coi 
de = ndt, d!«^ = 0, d^z = 0; 



cos g> — m sin 9 
sin y + ^ cos y 



cosa = 



cos/? = 
cosy = 



n 



Da cosy konstant ist, so ist der Winkel, den die Tangente 
mit der Z-Axe bildet, konstant. 

Denkt man sich also durch einen beliebigen Punkt des Raumes 
Parallelen zu allen Tangenten der Kurve gezogen, so bildet die 
Gesamtheit derselben einen geraden E^reiskegel, dessen Axe die 
durch denselben Punkt gezogene Parallele zur Z-Axe ist. 

Bezeichnet man mit « den Winkel, den die Tangente im 
Punkte X, y, z mit der Erzeugenden des Kegels 

welche durch diesen Punkt geht, bildet, so ist 



a; cos g + y cos /g + ^ ^QS y / 1 + n^ 

^^^^— ^^2 _|. y2 ^ ^2 —Vi 4-1^2 _|_^2- 

Dieser Winkel ist von t unabhängig, folglich ist die Kurve 
eine isogonale Trajektorie der Erzeugenden des Kegels. Es ist 
femer 

j1 = — dxdt^, 

z 

t 
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z 



Daher wird 

n (cos y — m sin y) 



cos Cg = ■ 



cos ß2 = ■ 



V(l + m2)(l + m2 + n2) ' 
n (sin y -|" w ^Qs y) 



V(l+m2)(l+m« + n2) * 



^ 1 + m^ I 1 + m»^ 

Die Binormale und folglich auch die Oskulationsebene bildet 
also ebenfalls mit der Z-Axe einen konstanten Winkel. 

sin y + w cos y 



cos «1 = ■ 



ViT^ 



^ cos y — m sin y 
cos ßt = , - , 

cos yi = 0. 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass die Hauptnormalen 
sämtlich der ZF-Ebene parallel sind. Sie schneiden jedoch die 
Z-Axe nicht. Die rektifizierenden Ebenen sind der Z-Axe parallel 
und umhüllen somit einen Zylinder. Der Schnitt desselben mit 
der -XF-Ebene ist die oben erwähnte logarithmische Spirale. 



j ^ mn dt 



t Vl + m2 + n2' 

dk'=^ — dt=-d^\ 
z 

? = — ' , r = — ■ ■ .t, 

Vl + t»« »» mn ' 

m 
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Da das Verhältnis 

Q _ n 

konstant ist, so ist die Raumkurve nach dem Bertrand'schen Satze 
eine Schraubenlinie. Für den Radius E der Schmiegungskugel 
und für den Abstand h ihres Mittelpunktes von der Oskulations- 
ebene findet man 



ji — 

n = . — . 

♦w^ n V 1 + wi^ 

Die Gerade, welche den Kurvenpunkt mit dem Mittelpunkt 
der zugehörigen Schmiegungskugel verbindet, schneidet beständig 
die Z-Axe. Der Radius q* des Zylinders, auf welchem die 
Schmiegungsschraubenlinie liegt, ist 



Q* = -^ ' , 

m 
also gleich dem Krümmungsradius der logarithmischen Spirale im 
Punkte t, g>. Die Gleichungen 

cosa* = 0, cos6* = 0, cosc* = l 
geben das Resultat, dass die rektifizierenden Kanten der Z-Axe 
parallel sind. Endlich wird noch die Gleichung der Normalebene 
(cos y — w s in y) (5 — cc) + (sin y + m cos y) (ij — y) + n (t — z)=0, 
die Gleichung der Oskulationsebene 

n (cos y — m sin y) (J — x)-\-n (sin y + *w cos y) (ij — y) — 

-(l + m2)(f-^) = 0, 
die Gleichung der rektifizierenden Ebene 

(sin y + wi cos (p) i^— x) — (cos y — w sin y) (ij — y) = 0. 

4) Aufg. Ein grösster Kreis einer Kugel dreht sich um einen 
seiner Durchmesser mit gleichförmiger Geschwindigkeit, während 
gleichzeitig ein Punkt seine Peripherie durchläuft. Man unter- 
suche die Kurve, welche der Punkt beschreibt unter der Voraus- 
setzung, dass seine (gleichförmige) Geschwindigkeit gleich der- 
jenigen des Kreises sei. 
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Lös. Wählt man den festen Durchmesser von der Länge 
2 a zur Z-Axe eines rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen 
X- und F-Axe durch den Mittelpunkt der Kugel gehen und be- 
zeichnet man mit g» den Winkel, den der bewegliche Kreis in 
irgend einer seiner Lagen mit der XZ-Ehene bildet, so erhält man 
für die Koordinaten eines beliebigen Punktes der zu untersuchen- 
den Kurve 



wo a den Radius der Kugel bedeutet. 



^ = asiny, 





Die Kurve liegt sowohl auf der Kugel x^ -i-y^ -\-2:^ = a^, 
als auch auf dem Kreiszylinder x^-{-y^ — a a: = und auf dem 
parabolischen Zylinder ^^=za{a — x). Verlegt man das Koor- 
dinatensystem in den Punkt cc = a, 2/ = 0, z = und setzt zu 
diesem Zwecke x = x -\- a, so erkennt man ohne Schwierigkeit, 
dass die Kurve ebenfalls auf dem Rotationskegel x- + y« _ ^2 ^_ q 
liegt. Sie kann demnach als Durchschnittskurve je zweier dieser 
vier Flächen konstruiert werden. Da x keine negativen Werte 
haben kann, so liegt sie ganz auf einer Halbkugel. Sie ist sym- 
metrisch in Bezug auf die XY- und XZ- Ebene und besitzt im 
Punkte x = a, y=^0, ^ = einen Doppelpunkt. Es findet sich 



cos a= — 



ds = a y/l + cos^y dy; 
sin 2 9 



Vi + cos^ (p 



cos/9 = 



cos 2(p 



Vi + cos2 y 



cosy = 



cos 9) 
Vi + cos^ (p 
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^ —14-2 cos* w + cos* cp 

cos ai = — 2 -r--^^ -- — I ' - » 

V 1 + cos* y v5 + 3 cos* q> 

. 6 + 2 cos* o) 

cos ßi = — r-- ^ \ . sin y cos y , 

V 1 + cos* y yö + 3 cos* y 



cos yi 



sin^ 



V^l + cos* y V5 + 3cos*9) ' 



sin cp (2 cos* g) + 1) 

cos Cf = J-1 ^ A — - 

yö -f- 3 cos* y 



cos /?» = 
cos ys = 



2 cos^ y 



V^5 + 3 cos* y ' 
2 



y^ + 3 cos* y 

Femer wird die Gleichung der Normalebene 

— sin 2 y (E — cc) + cos 2 y (ij — j/) + cos y (f — ^) = 0, 

die Gleichung der Oskulationsebene 

siny(2cos*y + l)(£ — a;) — 2cos«y(ij — j/) + 2(f — ^) = 0, 

die Gleichung der rektifizierenden Ebene 

2( — l + 2cos*y + cos*y)(5 — a;)H-(5 + 2cos*y)sinycos5p(i3— y)+ 

+ siny(f — ^) = 0; 

\/5 + 3 cos* w , 
1 + cos* (f ^ 

, ^ 6 cos cp v/l + cos* cp , 
5 + 3 cos* g> ^ 

Demnach ist 

s 
g (1 + cos* y)^ 

V5 + 3 cos* y 

ä 5 + 3 cos* 9 

6 C0S5P 

Für 9) = |7r und (p=:^n wird d^ = 0; folglich besitzt die 

Kurve in den Punkten x = 0, j/ = 0, ^ = + a die Torsion 0, also 

den Charakter einer ebenen Kurve. Im Doppelpunkte (9 = und 

<3P = 7r) stimmt der Kadius der ersten Krümmung mit dem Kügel- 

radius überein. 
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Der Abstand des Mittelpunktes der oskulierenden Kugel von 
der Oskulationsebene ist 

2 + cos* (p 



h = — a 



sin 9). 




Vö + 3 cos* y 

Selbstverständlich fällt die oskulierende Kugel in jedem Punkte 
der Raumkurve mit der Kugel zusammen, auf welcher die Eaum- 
kurve liegt, d. h. es ist Ä = a, X= Y= Z= 0. 

5) Aufg. Ein gerader Kreiskegel, dessen Höhe gleich dem 
Radius der Grundfläche, gleich 1 ist, rolle längs 
eines anderen eben solchen Kegels und zwar so, 
dass sich die beiden Kegel beständig längs einer 
Erzeugenden berühren und ihre Spitzen zusammen- 
fallen. Ein Punkt in der Peripherie der Basis des 
beweglichen Kegels beschreibt dann eine Raum- 
kurve, die man sphärische Epizykloide nennt. 
Es soll diese Kurve untersucht werden. 

Lös. Bezeichnet man den Wälzungswinkel mit y und wählt 
die beiden Kegeln gemeinsame Spitze zum Anfangspunkt eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems, so wird ein beliebiger Punkt 
der Kurve gegeben durch die Gleichungen 

x = cos(p 4-sin*y, 
2/ = sin y — sin y cos y, 
^ = — cos g>. 
Aus diesen Gleichungen folgen die weiteren 
x^-\-y^ + ^^ = 2, 
-r^ + ^ + ic — 1=0, 
aus welchen hervorgeht, dass die zu be- 
trachtende Kurve sowohl auf der Kugel 
vom Radius \/2, als auch auf einem 
parabolischen Zylinder Hegt, dessen Er- 
zeugende der F-Axe parallel sind. Im 
Punkte x = ly y = 0, ^ = — 1 besitzt 
die Kurve eine Spitze. Wird der An- 
fangspunkt eines neuen Koordinaten- 
systems in diesen Punkt verlegt mittelst der Formeln 
x = X'\-l, y = y\ -8' = /— 1, 




— 266 — 

so erhält man leicht die Gleichung x"^ -j- V^ — z"^ = 0. Es liegt 
somit die Kurve auch auf einem Rotationskegel, dessen Spitze sich 
im neuen Koordinatenanfangspunkt befindet. Nun ergibt sich der 
Reihe nach 



d s ==:: sin i y ^2 (3 + cos y) d ^; 

2 cos I cp 
cos a = - — , 

V2(3 + cosy) 

^ 2 sin I cp 

cos /? = -== ^^ , 
V2(3 + cos<f)) 

2cosicp 
cosy= * ^ — • 



V2(3 + cosy) ' 
sin i g> (5 + 10 cos y + 2 cos^ y) 

cos Ci — ■ - •-■ 

V(7 + 2 cos y) (3 + cos y) 

2 ( — 2 + 4 cos cp + cos^o)) cos 4 o) 

cos & = — ^^ — , ' ^ ' ^^ ^^ , 

V(7 + 2cos9)(3 + cosy) 

— sin 4«) 
cos Xi — ^^^ • 



cosa2 
cos/?2 
cosy2 



V(7 + 2 cos y) (3 + cos y) ' 
_ 1 — 2 cos 9 — 2 cos^ 9) 

\T4 -|- 4 cos y 
_ — 2 sin y (1 + cos y) 

\/14 + 4 cos y 
3 



\/l4 + 4 cos y 



^,^Vl 4 + 4co"^ ^ ^^^ 6cosiyVH3 + cosy) 

3 + cos y ^ ' 7 + 2 cos y 

Da d ^ = wird für y = tt, so besitzt die Kurve im Punkte 
a; = — 1, y = 0, ^ = 1 die Torsion 0. 

Für die Radien der ersten und zweiten Krümmung ergibt sich 

sin I y (3 + cos y)^ 

V7 + 2 cos y 
_ sin I y (7 + 2 cos y) 
~ 3 cos i y 
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Der Abstand h des Mittelpunktes der Schmiegningskugel von 
der Oskolationsebene ist 

_ 1 -|- 4 cos y -f- ^QS^ y 
\/14 + 4 cos y 
und der Radius dieser Kugel wird, da die Kurve eine sphärische 
ist, für alle Punkte derselben konstant und gleich dem Radius der 
Kugel, auf welcher die Kurve liegt, also R=yf2. 
Endlich ist noch die Gleichung der Normalebene 
cos I y (E — a;) + sin I y (ij — y) + cos i y (t — ^) = 0, 
die Gleichung der Oskulationsebene 

(1— 2cosy— 2cos2y)(5— a?)— 2sin9(l+cosy)(ij--y)+3(t— ^)=0, 
die Gleichung der rektifizierenden Ebene 
sin ^ y (5 + 10 cos y + 2 cos^ y) (5 — x) — 2 (— 2 + 4 cos y + 

+ cos2 y) cos i y (^ — y) + sin i y (C — 2:) = 0. 
6) Aufg. Es soll die Kurve untersucht werden, die entsteht 
ans dem Schnitt des parabolischen Zylinders 

y^ = 2px 
mit dem Kreiszylinder 

2;^ 'j-x^ = a^. 

z 




Lös. Aus der Addition und Subtraktion dieser beiden 
Gleichungen folgen die weiteren 

(a: — jp)2 -{- y^ -\' z^ = Q? +|)2^ 

{X + p)2 + ^2 _ y2 _ fl^2 _|-^2^ 
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und es liegt daher diese Baamkunre sowohl auf einer Kngelober- 
fläche, als auch auf der Fläche eines einschaligen Botations- 
hyperboloids. 

Es wird 

dy ^ d^ X 

dx z ' 

dx^ z^' 



oder 



dx 
cPy 
dx* 
Die Gleichungf 


y ' 

P 
■ 2xy' 

m der Tangente 


V 


-"=1 


■ i^-x), C- 




^-y 


• l + iy, 


Die 


Gleichung 


der Normalebene 



z 



z z 



oder 



z y 



^+^n-^-i-P^Q- 

y z 

Die Länge der Tangente vom Berührungspunkt 



x 



bis zur FZ- Ebene wird — .Va2y2+^2^2 

yz ^ ^ ^ 

bis zur ZZ'- Ebene wird — Vö^vM-^^» 

Tßz ^ ^ 



bis zur Zr- Ebene wird -^VÖ^yH-p^. 

xy 

Die Gleichungen der Schnittgeraden der Normalebene mit 

den Koordinatenebenen werden 

mit der FZ-Ebene: Ü-.99 — -?-. f_i, = o, 

y z ^ 

mit der ZZ-Ebene: E — — .f — y = 0, 

z 

mit der ZF-Ebene: 5 + ^.ij— iJ = 0. 
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fz^ 



Die Gleichung aer Schmiegnngsebene wird 
Der Halbmesser der ersten Krümmung wird 

._ (a2y2 4,^2^2)| 



i? a . v/^2 j/2 (4 ^2 ^ y%) + p2 ^2 (4 ^2 ^ ^2) • 
Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden 

a2.[a2y2(4a?2 + y2)_^^2^2(4a;2 + ^2)] > 

a2y2 (4 ic^ + y^ + j?2^« (4 a;« + ^2) > 
p^ ^ [g« (g« — 2 j?a;) — a? (p ^^ + 2 €?x)\ 

7) Aufg. Man untersuche die Kurve, welche durch den Schnitt 
zweier Kreiszylinder entsteht, die respektive auf der XY- und auf 
der X^- Ebene senkrecht stehen. 
Die Kurve ist gegeben durch 
die Gleichungen 

a;2 4-y2 = a-, 

Aus denselben folgt durch 

Addition und Subtraktion 
2aj2 + y2 + ^2:=a2__j2^ 

y2_;^2=,^2_j2. 

Es kann somit die Kurve 
auch angesehen werden als der 
Schnitt eines Rotationsellipsoids 
mit einem hyperbolischen Zylinder. 
Für a = 6 zerfällt der letztere in 
zwei Ebenen, und die Kurve be- 
steht in diesem Falle aus zwei Kegelschnitten, 

Femer wird 

dy X dz 

dx y ' dx' 




dx^' 



.i8 > 



d^z 
dx^' 



X 

z 
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Die 


Gleichungen der Tangente 

n — y= ■ (5 — cc), 
y 


oder 




ijj/ + Sx = a*, 




Die 


Gleichung der Normalebene 


oder 




i. — x rj — y f — ^_o 
X y g ' 

^ ^ ^+1 = 0. 
X y z ' 




Die 


Länge der Tangente vom Berührungspunkt 



bis zur FZ-Ebene wird = x^ . v\ + 4- + ^ , 
bis zur XZ-Ebene wird = y^ wj_ i 1 i 1 

bis zur Zr-Ebene wird = ^2 V-L + -L^^- . 

^ x^ y^ z^ 

Die Gleichungen der Schnittgeraden der Normalebene mit 
den Koordinatenebenen werden 

mit der FZ- Ebene: -^ + -^ 1 = 0, 

y z 

mit der ZZ- Ebene: ^+1 = 0, 

X z 

mit der ZF-Ebene: -i-_-l+i = 0, 
X y 

Die Gleichung der Schmiegungsebene wird 

a;(62^2__^2^2)^^j2 2^3^_^2^3.J_^2j2j^2^^2 52^2^0. 

Der Halbmesser der ersten Krümmung wird 



? 



Va* J''^* + a^ l^y^ — 2a'h^x^y'^z^ 
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Die Koordinaten des Erümmungsmittelponktes werden 



X=a^. 



(g^ ^ — 6^ yT — y^ z^ iß^ z^ + &^ V^ 



^=«2^ 



2,3 



x*z^ + a^b^z^ — 2b^x'^y'^ 



aH^z*-\- a^b*y*- — 2a'b^x^y'^z^' 

8) Aufg. Man untersuche die Kurve, welche bei dem Durch- 
schnitt eines Ellipsoids mit einer Kugel entsteht. (Sphärische 
Ellipse.) 

Wenn der gemeinsame Mittelpunkt 
beider Oberflächen der Anfangspunkt 
der Koordinaten ist, so wird die Kurve 
dargestellt durch die Gleichungen 



x^,y 



~A--=——l 




«' + y^ + ^' = 1^, 
aus welchen leicht die vier weiteren 
folgen 

(^_,)..+(^_,)^.,._... 

Die Kurve Kegt sonach auf sechs verschiedenen Flächen 
zweiter Ordnung, unter denen sich ein Kegel und drei Zylinder 
befinden. Für c = 6 zerfällt sie in zwei Kreise. Bezeichnet man 
init Xu yu ^1 drei bestimmte zusammengehörige Werte von x, y, z 
und subtrahiert von 
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die Identität 

so kann man die sphäiische Ellipse auch darstellen durch die drei 
Gleichungen 

x^ — x\ _ y^ — y\ _ z^ — z\ 

a-i (i'-ä _ c^) — 62 (c8 _ „2) — f» («2 _ 5«) • 

Dann erhält man 

dy^_x_ h^ {c^ — a') 
dx~ y ' ar'{J)^ — cy 

dx~ z ' a^{^'^ — <?)' 

d^__^ (c^ — a^ic^ — r^ 

dx^~ a^' {c^ — bYy» ' 

^__c^ (b^ — a^jb^ — r^ 
dx»~ a« ■ (62_c2)2^3 • 

Die Gleichungen der Tangente werden 

xji — x) yjv — y) _ zj^ — z) 

«2 (J8 _ c2) ja (c2 — a2) C2 («2 — J2) ' 

oder 

xi — xl _ yn — y\ _ zt — zl 
a2 (62 _ c«) — j2 (ca _ „8) — ^s («2 _ 62) • 

Die Gleichung der Normalebene wird 
a2 (62 — c2)-^ + 62 (c» — a«)^ + c2 (««_ 62)^ = 0. 

ÄJ y ^ 

Setzt man 



«=v$^^^ 



so wird die Länge der Tangente vom Berührungspunkt 
bis zur F^- Ebene = ^r-s — ^ö^ — • ^> 

/ff 2 ya2 Ai> ^ 

bis zur ZZ- Ebene = 7-5 sr^— .i2, 

bis zur ZF- Ebene = 77« «r — . iE. 

(62 — a^xy 
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Die Gleichungen der Schnittgeraden der Normalebene werden 

in der FZ-Ebene 6« (^2 _ ^2) JL + c« (a« — 6«) -^ = 0, 

y z 

in der XZ-Ebene a^Cft« - c«) — + c«(a« — 6») — = 0, 

X z 

in der ZF-Ebene a» (ft^ _ ^2) -1- + 6^ (^2 _ ^2) J_ = o. 
Die Gleichung der Oskulationsebene wird 

Wenn man der Kürze wegen folgende Bezeichnung einführt: 
1 r(a«-6«)*(o*-c«)*(a*-»-*)* « , (ftä-o*)« (**-««)» (&''-»•')* j, , 

, (c2_a«)8(c«-t«)«(c«-r«)8 .,1 

SO wird der Radios der ersten Krümmung 

und die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden 

Anmerkung. Infolge der Eigenschaft, dass die Summe der 
Entfernungen (gemessen auf Bogen grösster Kreise) ihrer Punkte 
von zwei festen Punkten der Kugeloberfläche konstant ist, hat die 
bier untersuchte Kurre den Namen sphärische Ellipse erhalten. 



Sohaek«'! Aait«b«n«» inmlnn g. I, X8 



Kapitel X. 



Anwendung der Differentialrechnung auf die Untersuchung 
krummer Oberflächen. 



§ 26. Lehrsätze. 

Eine kromme Oberfläche kann allgemein gegeben werden 
durch drei Gleichungen, welche die rechtwinkligen Koordinaten 
eines beliebigen Punktes der Fläche als Funktionen zweier unab- 
hängigen Veränderlichen u und v darstellen: 

Gelingt es, hieraus die Grössen u und v zu eliminieren, so 
erhält man eine Gleichung zwischen Xy y, z als Gleichung der Fläche 

i^(a;,y,i?) = 0, 
welche durch Auflösung nach Zy falls dieselbe möglich ist, die 
Form annimmt 

z = f{xyy\ 

Es werde zur Abkürzung gesetzt 

Die Gleichung der Tangentialebene an die Fläche im 
Punkte Xy y, z ist 

oder 

!: — e=p{lS — x)-^q(il — y). 

Sind X, Y, Z die Cosinus der Winkel, welche die Normale 
im Punkte x, y, e mit den Koordtaatenaxen einschliesst, so wird 

T-IM Y-LhE 7-1.^ 
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-=V(|f)V(|f)V(|iT. 

ler wenn die Fläche durch die Gleidmng e = f(x,y) gegeben ist 



F= « 



Z= 



VI +!>« + «* 
+ 1 



id die Gleichungen der Normale sind demnach 

fla; 9j/ Ö^ 

Die Länge der Normale vom Berührungspunkt der Tangen- 
alebene bis zur 

Ebene der FZ wiM ^ = ,y/i + {^)\(^J=^. w. 
Ebene der XZ wird X ^^ y'i + ^%(||)'=^. w, 

hy 

Ebene der ZF wird ^ = .Vl + ©+(||)=p- ^• 

Jede durch die Normale im Punkte x, y, ;8' gelegte Ebene 

ihneidet die Fläche in einer Kurve, welche Normalschnitt ge- 

uint wird. Bildet die Tangente an den Normalschnitt im Punkte 

y, z die Wüikel a, ß, y mit den Koordinatenaxen, so ist der 

riimmungsradius B des Normalschnittes 



r cos^ a + 25COsacos/9 + ^ cos^ /? " 
Der Krümmungsradius eines schiefen Schnittes, dessen 
bene durch dieselbe Tangente (a, ß, y) geht und mit der Ebene 
)8 Normalschnittes den Wiokel oa bildet, hat zum Ausdruck 
^ = 22 cos«. (Satz yon Meunier.) 

18* 
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Unter sämtUchen Normalsclmitten im Punkte Xj y, s: gibt es 
im allgemeinen zwei, deren Erümmungsradien resp. ein Maximum 
Bi und ein Minimum B^ sind. Diese Normalschnitte, deren Ebenen 
senkrecht auf einander stehen, werden Hauptnormalschnitte 
und die zugehörigen Erümmungsradien Hauptkrümmungsradien 
genannt. Die Richtungen der Hauptnormalschnitte sind bestimmt 
durch die drei Gleichungen 

[pqt — {i + q^)8] cosV + [(1 +1?*) <— (1 + a^) r] cos a cos/? + 

-f [(1 -f i>^) « — 1> 2 ^] <^os2 a =0, 
cos* a + cos* ß + cos* y = 1, 
cos Y=P cos a + jf cos ß. 
Die quadratische Gleichung für die beiden Hauptkrümmmigs- 
radien ist 
1 1 m+q^r-2pq8 + {l^p^t '\ , rt-s^ . 

^ Bl (1+^2 + ^2)1 J "^ (1 +P^ + 3*)*" ' 

woraus sich ergibt 

l Yt «* 

«-s- = 7rn — «r-i — 5n«> (Gauss'sches Krümmungsmass.) 

A^A- (l + gV-2M^ + (l+i>«)^ (Mittlere Krümmung.) 



Bi Ri (l_|_^2 + j! 

Zwischen dem Krümmungsradius R eines beliebigen Normal- 
Schnittes, dessen Ebene mit der Ebene von R^ den Winkel 9 
büdet und den Hauptkrümmungsradien besteht die Beziehung 

1 cos*cp , sin^o) .^ ^ Ti 1 X 

-^ = -^D^'\ — 5-^. (Satz von Euler.) 

IC ICi XV2 

Ein Punkt, in welchem die Hauptkrümmungsradien und in 
Folge dessen die Krümmungsradien sämtlicher Normalschnitts ein- 
ander gleich sind, heisst ein Kreispunkt oder ein Nabelpuukt 
der Fläche. Das Vorkommen eines Kreispunktes bedingt das 
gleichzeitige Bestehen der Gleichungen 

r t 8 

1 +!?«■" l + g*~pg 

Eine zylindrische Oberfläche entsteht im allgemeinen durdj 
die Bewegung einer geraden Linie, die während ihrer BewegfOQI 
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einer anderen festen Geraden parallel bleibt und immer durch eine 
fegebene Kurve, die Leitkurve, geht. 

Seien die Gleichungen der beweglichen Geraden 
aa; + &2/ + ^'2' = a, 
ax-^- b'y -\- dz = /?. 

Hierin sind a, 6, c, a', &', c als konstant, a und /9 dagegen 
als veränderlich zu betrachten, so jedoch, dass /9 = y (a) irgend 
eine Funktion von a sein muss, die von der Natur der leitenden 
Kurve abhängt. Demnach sind sämtliche Zylinderflächen in der 
Gleichung enthalten 

ax'\'Vy-\-cz^=^tp{p,X'\-'by'\'Cz). 

Durch partielle Differentiation nach x und y und Elimination 
der willkürlichen Funktion 9 erhält man hieraus die partielle 
Differentialgleichung der Zylinderflächen 

{ch — cV)!^ -f- {ß c — a c) q — (6' a — 6 a) = 0, 
welche ausdrückt, dass die Tangentialebene an den Zylinder be- 
ständig der Geraden ax'\'by'{- cz = Oy a X'\'b' y-^ c z = 
parallel bleibt. 

Man kann diese Resultate bedeutend vereinfachen, wenn man 
die Gleichungen der Geraden so umformt, dass a == 1 , 6 =1 0, 
a' = 0, 6'=1 wird. Die Differentialgleichung wird dann: 
cp + cq-i-l = 0. 

Eine konische Oberfläche wird durch die Bewegung einer 
geraden Linie erzeugt, welche beständig durch einen gegebenen 
festen Punkt und durch eine gegebene Kurve, die Leitkurve, geht. 

In den Gleichungen der erzeugenden Geraden 

X — a y — h z — c 

~4~~""B~~ C 

oder 

X — a Ä 

sind a, &, c, die Koordinaten des gegebenen festen Punktes, als 
konstant, a und ß dagegen als veränderlich anzusehen, so zwar, 
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dass ß=g>(a) irgend eine von der Natur der leitenden Kurve ab- 
hängige Funktion von a ist. Die Gleichungen sämtlicher Eegel- 
flächen sind demnach von der Form 

z — c \z — cJ 

Die partielle Differentialgleichung der Kegelflächen 
z — cz= p {x — a) '\- qiy — h) 
zeigt, dass jede Tangentialebene einer konischen Oberfläche durch 
den Mittelpunkt der Fläche geht. 

Eine Eotationsoberfläche entsteht durch die Bewegung eines 
Kreises von veränderlichem Radius, dessen Mittelpunkt stets auf 
einer gegebenen geraden Linie (Rotations axe) 

X — a y — & z — c 

A ~ B ~ C 
bleibt, während seine Ebene beständig senkrecht zu dieser Geraden 
ist. Ein Kreis im Raum wird bestimmt als Schnitt einer Kugel- 
fläche mit einer Ebene. Die Gleichungen des beweglichen Kreises 
werden demnach sein 

{x-a)^ + {y-}if + {z~-cY = ß 
ÄX'{-By + Cz = a. 
Hierin sind die Grössen a, b, c; Ay B, C konstant, während 
zwischen den Veränderlichen a und ß eine Bedingungsgleichung 
ßz=gf{a) stattfinden muss, welche von dem Gesetze abhängt, nach 
welchem der Radius des beweglichen Kreises sich ändert. Die 
Kenntnis einer ebenen oder doppelt gekrümmten Kurve, welche 
auf der Fläche liegt und durch deren Rotation man sich die Fläche 
entstanden denken kann, reicht im allgemeinen zur Bestimmung 
der Funktion y hin. Die Gleichung der Rotationsfläche wird dem- 
nach die Gestalt haben 

ix-a)^ + (y-b)^-\-{z-c)^ = 9iAx-\-By-i-Cs). 

Wählt man die Rotationsaxe als Z-Axe und ist die Gleichung 
der (als eben vorausgesetzten) Rotationskurve, wenn sie in die 
ZZ- Ebene fäUt: 9{x,z)=^0y so ist die Gleichung der Rotations- 
fläche: 

y(\/^M=ir^^)=o. 
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Die partielle Differentialgleichung der Botationsoberflächen 

lautet: 

p[B{z-c)-C{y-h)] + q[C{x-a)^A(z-c)]- 

-[Ä(y-b)-B(x-a)] = 0. 
Die Entstehung der Fusspunktfläche ist der der Fusspunkt- 
kurve analog, sie ist der Ort der von einem festen Punkte aus 
auf alle Tangentialebenen einer gegebenen Fläche gefällten Lote. 
Ihre Gleichung wird, wenn f{x,y,z)^=0 die gegebene Fläche ist, 
erhalten durch Elimination von x, y, z aus den Gleichungen: 

ij.Lu+y»j.+,m 

Wird in der Gleichung einer ebenen Kurve 
U=f{x,y,a) = 
der Parameter a variabel gedacht, so entspricht dieser Gleichung 
eine ganze Schar von Kurven. Zwei Kurven der Schar, welche 
benachbarten Werten von a entsprechen, werden sich im allge- 
meinen schneiden. Für die Schnittpunkte bestehen gleichzeitig 
die Gleichungen 

Die Elimination von a aus diesen Gleichungen, wenn dieselbe 
mögüch ist, ergibt eine Relation zwischen x und y, jP(a?, y) = 0, 
welche unabhängig von dem speziellen Wert von a ist und somit 
die Gleichung derjenigen Kurve darstellt, in welcher sämtliche 
Schnittpunkte benachbarter Kurven der Schar liegen. Diese Kurve 
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JP(x,y) = wird die einhüllende Kurve oder die Enveloppe, 
die Eurvenschar 17=0 dagegen die eingehüllte (enveloppee) 
genannt. Die einhüllende Kurve hat in jedem ihrer Punkte eine 
gemeinschaftliche Tangente mit der gegebenen, ihrer Form mid 
Lage nach veränderlichen Kurve. 

Denkt man sich ebenso in der Gleichung der Fläche 
U=f{xyy,z,a) = 

den Parameter a stetig veränderlich, so stellt diese Gleichung 
eine Schar von unendlich vielen Flächen dar. Zwei benachbarten 
Werten von a entsprechen zwei Flächen der Schar, welche sich 
im allgemeinen in einer Kurve schneiden, die Charakteristik 
genannt wird. Für dieselbe gelten demnach die Gleichungen 

t7=0, 1^=0. 
0« 

Durch Elimination des Parameters a aus diesen beiden 
Gleichungen erhält man eine Gleichung zwischen x, y, Zy welche 
allen Charakteristiken zukommt. Es ist dies die Gleichung der 
einhüllenden Fläche. Die Schnittpunkte zweier benachbarten 
Charakteristiken genügen den drei Gleichungen 

Gelingt es, aus diesen drei Gleichungen a zu eliminieren, so 
erhält man zwei Gleichungen zwischen x, y, z, welche diejenige 
Kurve darstellen, auf welcher die Schnittpunkte je zweier benach- 
barter Charakteristiken liegen. Diese Kurve führt den Namen 
Rückkehrkante oder Wendungskurve oder Gratlinie. (Arete 
de rebroussement)y Sie wird ebenso von allen Charakteristiken 
berührt, wie die einhüllende Oberfläche von allen eingehüllten. 

Wenn die veränderliche Fläche, deren Gleichung C7 = nnr 
von dem einzigen willkürlichen Parameter a abhängt, eine Ebene 
ist, so heisst ihre Enveloppe eine developpable oder abwickel- 
bare Fläche. In diesem Falle ist die Charakteristik eine gerade 
Linie, und die ganze Fläche kann als aus lauter ebenen Elementen 
bestehend angesehen werden. Da diese unendlich schmalen Ele- 
mente sich längs gerader Linien an einander anschliessen, so 
können sie in eine Ebene ausgebreitet oder abgewickelt werden. 



— 281 — 

Zwei benachbarte Erzeugende einer abwickelbaren Fläche schneiden 
sich in einem Punkte; die Gesamtheit dieser Punkte bildet eine 
Eaumkurve, die Rückkehrkante der abwickelbaren Fläche. Die 
Erzeugenden der abwickelbaren Fläche sind die Tangenten der 
ßückkehrkante; die Ebenen, welche zwei benachbarte Erzeugende 
enthalten, also die Tangentialebenen der abwickelbaren Fläche, 
sind die Oskulationsebenen der Bückkehrkante. Man kann sich 
daher jede abwickelbare Fläche entstanden denken sowohl als 
Enveloppe der Tangenten einer Raumkurve, als auch als Enveloppe 
der Schmiegungsebenen derselben. 
Wenn 

^=z ax-i-by -\- c 

die Gleichung der beweglichen Ebene ist, welche in allen ihren 
Lagen Schmiegungsebene einer gegebenen Raumkurve sein soll, so 
werden die Koeffizienten b und c Funktionen von a sein, 6 = y (a), 
c=zip (a), welche abhängen von der Natur der gegebenen Raum- 
korve. Man hat demnach 

s = ax-\-q){a).y + ip (a). 

Denkt man sich von einem Punkte der Kurve, welcher einem 
speziellen Werte von a entspricht, zum nächstfolgenden über- 
gegangen d. h. differentiiert man diese Gleichung in Bezug auf a, 
so erhält man 

da da 

Die beiden ersten Gleichungen gehören der Charakteristik 
der Fläche an. Gelingt es, aus denselben die Grösse a zu eli- 
minieren, so erhält man die Gleichung der developpablen Fläche; 
die Elimination von a aus allen drei Gleichungen würde zwei 
Gleichungen zwischen x, y, z ergeben, welche der Rückkehr- 
kante der Fläche zukommen. 

Durch partielle Differentiation der ersten Gleichung er- 
hält man 

p = a, g = 9>(a) oder $ = y(p). 
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Eine Fläche ist daher abwickelbar, wenn zwischen p mi q 
eine Beziehung besteht, die von Xf y, z nnabhäJigig ist. Die 
Gleichung ^ = aa? + y (a) . y + V (a) liefert jetzt als eine weitere 
Form der Oleichung einer abwickelbaren Fl&che 
z—9x — qy = '^{$). 
Aus der Gleichung j = 9(p) ergibt sich endlich noch 
5 = g)'(;)).r, < = y'(j)).s 
und hieraus durch Elimination von y' (p) die partielle Differential- 
gleichung der developpablen Flächen 

5« = r/.. 



§ 27. Beispiele. 

1. Allgemeine Aufgaben. 

1) Aufg. Man bestimme das Volumen der Pyramide, welche 
enthalten ist zwischen den Eoordinatenebenen und der Tangential- 
ebene an die Fläche 

a^ y2 ^ ^a ^2 _- y2 ^2 

(Cono-cuneus von Wallis, gewöhnliches Konoid.) 
Lös. Man findet für das verlangte Volumen 

^' a^y{z^ — r^ ' 

2) Aufg. Für die Fläche, deren Gleichung 

xyz = a^ 
ist, bestimme man: a) die Hauptkrümmungsradien, b) die Kreis- 
punkte. 

Lös. a) Die Hauptkrümmungsradien können bestimmt werden 
aus der quadratischen Gleichung 

jj9_2(«a + y9 + ^Q)|.+ 2|a^ = 0, 

wo 

3 a» 



D = 



den Abstand der Tangentialebene vom Eoordinatenanfangspnnkte 
bezeichnet. 
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b) Die Koordinaten der Ereispunkte sind 

— a; = + y = + -8' = a. 
In einem Ereispunkte ist 

B = Ri = B2=D — }ßa. 

3) Aufg. Es soll gezeigt werden, dass die Fläche 

©"+ ©"+ (t) = ' 

von der Engel x^-{-y^']- z^ = r^ in den Ereispunkten berührt 
wird, wenn 

2n 2n fln 8n 

Lös. Bestimmt man die Eoordinaten eines Ereispunktes der 
gegebenen Fläche 

I ^= T-jV ^ j^vT ^d eiitepr- 1 

und setzt dieselben in die Gleichung der Eugel, a:^ + y^ + ^2=r^ 
ein, so findet man als Bedingung, dass der Ereispunkt ein Punkt 
der Eugel sei, die in der Aufgabe enthaltene Beziehung zwischen 
a, 6, c und r. Ist diese Bedingung erfülllt, so sind für die Eoor- 

dinaten der Ereispunkte die Grössen « = f— und g = S— für 

0^ oy 

beide Flächen identisch, womit die in der Aufgabe ausgesprochene 
Behauptung bewiesen ist. 

4) Aufg. Die Hauptnormalen der zylindrischen Schraubenlinie, 
welche gegeben ist durch die Gleichungen 

x = mcosg>, y = msin9, 2:=:ng>y 
bilden die windschiefe Schraubenfläche. Man bestimme für dieselbe 
a) die Gleichung, b) die Tangentialebene im Punkte x, j/, z und 
deren Abstand vom Eoordinatenanfangspunkt und c) die Haupt- 
krümmungsradien. 

Lös. a) Die Gleichungen der Hauptnormale der gegebenen 
Schraubenlinie sind 

(J — x) sin y = (1/ — y) cos y , C = -2', 
oder 

Jsiny = ijcosy, ^ = n9>. 
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Hieraus folgt durch Eliminatiou der Grösse (f als Gleichung 
der Schraubenfläche 

f sin — = 12 cos — oder -^ = tang — . 
n n g n 

b) Die Gleichung der Tangentialebene wird 
der Abstand der Tangentialebene vom Eoordinatenanfangspunkte ist 



D = 



yfi?T 



5' 



wenn r = Va?^ + y^ gesetzt wird. 

c) Die Hauptkrümmungsradien können gefunden werden aus 
der Gleichung 

Die Schraubenfläche hat somit in jedem Punkte zwei gleich 
grosse und entgegengesetzt gerichtete Hauptkrümmungsradien; ihre 
mittlere Krümmung ist gleich Null. Es ist dies eine Eigenschaft, 
welche den Minimalflächen zukommt, d. h. solchen Flächen, die 
bei gegebener Begrenzung die kleinste Oberfläche besitzen. 

2. Flächen zweiter Ordnung, 
a) Das dreiaxige EUipsoid. 
Die Gleichung dieser Fläche ist 

Für einen Punkt x, y, z des Ellipsoids ist die Gleichung der 
Tangentialebene 

oder 

^_lO_l£1 — 1 
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Bezeichnet man der Kürze wegen den Abstand des Eoor- 
dinatenanfangspmiktes von der Tangentialebene im Punkte x, y, z 
mit 2>, so dass 

1 



I) = 



JZ7Z7Z' 



so erhält man für die Cosinus Z, F, Z der Winkel, welche die 
Flächennormale in diesem Punkte mit den Koordinatenaxen ein- 
schliesst 

Y-^ Y-yR 7-'^ 

Die Gleichungen der Normale werden 

X y z ' 

Die Länge der Normallinie vom Berührungspunkte der zu- 
gehörigen Tangentialebene bis 

zur FZ- Ebene wird = jr , 
zur ZZ- Ebene wird = -=r, 

zur Zr- Ebene wird = ^. 

Die Hauptkrümmungsradien sind die Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung 

Die yier reellen Ereispankte des Ellipsoids haben die Koor- 
dinaten 



X 






b) Das einschalige Hyperboloid. 
Seine Gleichung ist 
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die Qleichnog der Tangentialebene in dem Punkte x, y, e 



oder 



a« "^ h" c 

1 






D = 



vf^f^ 



Die Cosinus der Winkel, welche die Flächennormale mit den 
Axen einschliesst, sind 

^— a2 ' ^— j2 ' ^— ^2 • 
Normalengleichongen : 

Die Länge der Normale vom Berührungspunkte der zuge- 
hörigen Tangentialebene bis 

^2 

zur FZ- Ebene wird == -yr-, 
zur ZZ- Ebene wird = ^, 

. zur ZF- Ebene wird = =r^. 

Die Hauptkrümmungsradien sind die Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung 

Reelle Ereispunkte sind nicht vorhanden. 



c) Das zweischalige Hyperboloid. 
Gleichung der Fläche: 



a^ b^ c« 
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Gleichung der Tangentialebene: 



4(?-^)-Tt(^-y)-4a-^)=o 



oder 

c? 62 ^ — ^• 
D hat dieselbe Grösse wie vorher. 

Gleichangen der Normale: 

X y z ' 

Die Länge der Normale vom Berührungspunkte der zuge- 
hörigen Tangentialebene bis 

zur FZ- Ebene wird = -jr, 
zur ZZ- Ebene wird = =r-, 

^2 

zur ZF-Ebene wird = =r-. 



Die Gleichung für die Hauptkrümmungsradien ist 
Die Fläche hat 4 Ereispunkte 



R^+ia'-h^-i^-x^-y^ — z^^ + ^^^^O. 



Vß2 I J2 752 ^2 

-^^, y = 0, ^ = + cy^2qi^ (wenn 6>c) 

oder 

V^2 I ^2 7^2 J2 

^2^' 2/ = ±6V^qrj2' ^ = ^ (wennc>6). 

d) Das elliptische Paraboloid. 
Gleichung der Fläche: 






Wobei a und 6 positiv sind. 
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Öleichong der Tangentialebene: 

Die Gleichungen der Normale sind 

a{^ — x) _ b{ri — y) _ i—e 
X y —1 

Die Länge der Normale vom Berührungspunkt der ent- 
sprechenden Tangentialebene bis zum Durchschnitt 

Ol z 

mit der FiT- Ebene wird = -yr-, 

lg 
mit der ZZ- Ebene wird = -jr, 

mit der ZF- Ebene wird = -jr. 

Die Hauptkrümmungsradien können bestimmt werden aus der 
Qleichung 

Die Koordinaten der Kreispunkte sind, wenn a > 6 

a — h 



X 



izrO, y=:z-\-yjh{a — &) , Z =^ ■ 



2 ' 

wenn 6>a 

x = ±_yla{h — a), y = 0, g = ——-. 



e) Das hyperbolische Paraboloid. 

^ — ^_i^ 
^~2a 2b' 



Tangentialebene: 



a 
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az hz z 

Gleichungen der Normale: 

a(? — a;) ^ 6(1? — y) ^ . . 
X y 

Die Länge der Normale vom Berührungspunkt der betreffen- 
den Tangentialebene 

OL Z 

bis zur F^- Ebene wird = -jr, 

hz 
bis zur XZ- Ebene wird = ^, 

bis zur ZF- Ebene wird = ^. 

Die Hauptkrümmungsradien liefert die Gleichung 

Ereispunkte sind nicht vorhanden. 

Die übrigen eigentlichen Flächen zweiter Ordnung sind 
Zylinder- und Kegelflächen. 



3. Zylinderflächen. 
5) Aufg. Es ist die Gleichung einer zylindrischen Oberfläche 
zu finden, deren Erzeugenden der Geraden -— = -^ = -^ parallel 
sind und deren Leitkurve gegeben ist durch die Gleichungen 

Lös. Bezeichnet man die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
der Leitkurve mit Xy y, z, die laufenden Koordinaten der Zylinder- 
fläche mit J, % t, so können die Gleichungen einer Eraeugenden 
geschrieben werden 

? — X 1; — y _ C — ^ 

A ~ B ~ C ' 

Sobnoke'i Aoligabeniamiiilung. I, IQ 
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Die gesuchte Zylindergleichimg ergibt sich nun, wenn man 
aus diesen und den Gleichungen m = 0, v = die Veränderlichen 
Xy yy e eliminiert. Setzt man zu diesem Zwecke die gleichen 
Quotienten 

? — a? _ i; — y _ C — ^ _. 
A ~ B ~ C ~ ' 
so wird 

x=^i — AXy ^ = 1 — Bly z=^ — CX. 

Nachdem man die Grösse X aus einer der Gleichungen u = Oy 
v = bestimmt hat, erhält man die gesuchte Gleichung der zylind- 
rischen Oberfläche durch die Substitution der Werte für x, y, z 
in die andere der Gleichungen w = 0, v — 0. 

a) Wenn die leitende Kurve ein Kreis iu der ZF- Ebene ist, 
bestimmt durch die Gleichungen 

und wenn die Erzeugenden der Geraden 

a~ b~ 1 
parallel sein sollen, so erhält man als gesuchte Gleichung des 
Zylinders 

{^-aC-Ä)^ + {n-b^ — B)^ = R^. 

Wenn der Mittelpunkt des gegebenen Kreises zugleich Anfangs- 
punkt der Koordinaten ist, so wird Ä = und B=^Oy und wenn 
die Axe des Zylinders zugleich die Z-Axe ist, so wird a = und 
6 = und daher die Gleichung des gewöhnlichen geraden Kreis- 
zylinders J2 _|_ ^2 =, Jg2. 

b) Wenn die leitende Kurve eine Ellipse in der ZF- Ebene 
ist, dargestellt durch die Gleichungen 

und wenn verlangt wird, dass die Erzeugenden der Geraden 

X j^ z 

parallel seien, so erhält man als Gleichung des Zylinders 

A^ "^ jB2 -"■• 
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6) Auf g. Est ist der Zylinder zu bestimmen, welcher die Flächö 
zweiter Ordnung 

1) aic2 + jy2 + c^2_i 

umhüllt und dessen Erzeugenden eine gegebene Richtung besitzen. 
Lös. Sind die Cosinus der Winkel, welche die gegebene 
Sichtung mit den Eoordinatenaxen bildet, den Zahlen A, B, C 
proportional, so können die Gleichungen derjenigen Erzeugenden, 
welche die gegebene Fläche zweiter Ordnung im Punkte x, y, ^ 
berührt, geschrieben werden 

9x '^ — x _ ri — y _ C — z 

Die Koordinaten Xy y, ^ der Punkte, welche der Berührungs- 
kurve angehören, genügen der partiellen Differentialgleichung der 
Zylinderflächen. Danach ist die Berührungskurve der Durchschnitt 
der gegebenen Fläche mit der Ebene 

3) aÄx-i-bBy + cC2: = 0, 

Die Gleichung der Zylinderfläche wird nun erhalten, indem 
man aus den Gleichungen 1), 2) und 3) die Veränderlichen x, y, :s: 
eliminiert. 

Die gesuchte Gleichung lautet 

{aA^-\^bB^ + cC^){aS^ + bri^ + cl:^ — l) = {aÄS + bBri + cCO^^ 
Zusatz. Wird allgemein die Gleichung des Zylinders ver- 
langt, dessen Erzeugende den Richtungscosinus Ä, B, C entsprechen 
und welcher eine gegebene Fläche zweiter Ordnung F{x,yyz)=^Q 
umhüllt, so erhält man durch ein Verfahren, welches dem soeben 
angegebenen ganz analog ist, wenn man noch jP(J, ij, = w setzt 

4. Kegelflächen. 

7) Aufg. Man bestimme die Gleichung einer konischen Ober- 
fläche vom Scheitel a, 6, c, wenn die Leitkurve durch die Gleichungen 
u=:0, v=^0 dargestellt ist 

19* 
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Lös. Sind x, y, z die Koordinaten eines beliebigfen Punktes 
der Leitkorye, l, % C die laufenden Koordinaten, so ist die Er- 
zeugende, welche durch den Punkt x, y, z geht, bestimmt dorch 
die Gleichungen 

S — g 1? — h C-~g 

X — a y — h z — c' 
Die Elimination der Grössen x, y, z aus diesen und den 
Gleichungen u = 0, v=-Q liefert die gesuchte Gleichung der 
konischen Oberfläche. Werden zu diesem Zwecke die drei gleichen 

Quotienten = -.- gesetzt, so folgt 

a? = a -f A (E — a), y = 6 + A (ij - 6), ^ = c + A (t — c). 
Die Grösse X kann aus einer der Gleichungen i/ = 0, t; = 
bestimmt werden. Setzt man hierauf die Werte für ic, i/, ^ in die 
andere der Gleichungen n = 0, i; = ein, so erhält man als Sub- 
stitutionsresultat die gesuchte Gleichung. 

a) Wenn die leitende Kurve eine Ellipse ist, gegeben durch 
die Gleichungen 

und wenn der Scheitel die Koordinaten a, 6, hat, so erhält man 
als Gleichung der konischen Oberfläche 

Wenn die leitende Kurve ein Kreis ist, so hat man nur 
A=^B=^r zu setzen. 

b) Wenn die leitende Kurve eine Lemniskate ist 

und der Scheitel die Koordinaten a, 6, c haben soll, so ergibt sich 
für die mit dieser Basis gebildete konische Oberfläche 

[(at-c5)2 + (H-c^)2]2zzzr2.(C — c)2.[(aC-c5)2-(H-ci?)«]. 

c) Wenn die leitende Kurve eine Parabel ist 

und der Scheitel die Koordinaten a, ft, c hat, so erhält man als 
Gleichung der konischen Oberfläche 
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8) Aufg. Man bestimme den Kegel vom Scheitel a, 6, c, welcher 
die Fläche zweiter Ordnung 

umhüllt. 

Lös. Bezeichnet man der Kürze wegen F{a,byc) mit u 
und beachtet, dass nach der partiellen Differentialgleichung der 
Kegelflächen die Berührungskurve der Durchschnitt der Fläche 
F(xy y,2i) = mit der Fläche 

0^ öy 0^ 

ist, so erhält man als Gleichung des Berührungskegels 

2«[i^«-«>'+|^<'-'>'+|5«-«'=+^^«-»'(*'-«+ 

=[|-:«-«>+|]('-«+|f«-4 

9) Aufg. Es soll gezeigt werden, dass alle Tangentialebenen 
der Fläche 

wo (p eine beliebige Funktion bezeichnet, durch einen und den- 
selben Punkt gehen. 

Lös. Die Gleichung der Tangentialebene ist 

y ^ /t \ i ^^ — y^ '(y\ 

und man erkennt, dass alle Tangentialebenen durch den Anfangs- 
punkt der Koordinaten gehen. Die vorgelegte Gleichung ist die 
Gleichung eines Kegels, dessen Spitze der Koordinatenanfangs- 
punkt ist. 

5. Rotationsflächen. 

10) Aufg. Es soll die Gleichung der Fläche abgeleitet werden, 
welche entsteht, wenn eine gegebene Kurve ti = 0, i; = um eine 

gegebene Gerade ^Ilif _ ^:z_ = 1:Z_^ als Axe rotiert. 
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Lös. Durch die Elimination der Veränderlichen Xy y, z aus 
den vier Gleichungen 

wird im allgemeinen die Natur der Funktion 9 bestimmt, und man 
erhält dann als gesuchte Gleichung der Rotationsfläche 

(5-a)^+(i?-6)«+(C-c)2 = 9U?+5ij + C0. 
Wenn die Wahl des Koordinatensystems frei steht, so wird 
man zweckmässig die ßotationsaxe zu einer der Koordinatenaxen, 
etwa zur Z-Axe machen. Dann ist jeder ebene, zur Z-Axe senk- 
rechte Schnitt ein Kreis, und es wird daher die Gleichung der 
Rotationsoberfläche von der Form sein 

Da die Koordinaten x, y, z irgend eines Punktes der Kurve 
w = 0, v = der Gleichung der Fläche genügen müssen, so kaim 
die Funktion \p{z) dadurch bestimmt werden, dass man aus den 
Gleichungen w = 0, v = die Grösse x^ + y^ als Funktion von z 
berechnet. 

a) Wenn in der ZZ- Ebene eine Ellipse mit den beiden Halb- 
axen A und B und den Mittelpunkts-Koordinaten 'g und q gegeben 
ist und wenn die Z-Axe zugleich die Drehungsaxe ist, so lautet 
die Gleichung der Oberfläche: 



A 



Die Gestalt der Fläche hängt wesentlich von den Annahmen 
p = A ab. 

Wenn der Mittelpunkt der Ellipse zugleich Anfangspunkt der 
Koordinaten ist, also p = und g = 0, so wird 

die Gleichung eines Rotationsellipsoids, welches durch die Um- 
drehung einer Ellipse um die Z-Axe entstanden ist. 

b) Wenn die rotierende Kurve eine gerade Linie in der 
ZZ- Ebene und die Rotationsaxe wieder die ^Axe ist, so erhält 
man als Gleichung der Oberfläche 

AC + B = yfWTV^ 
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welche einen Kegel darstellt. Geht die erzeugende Gerade durch 
den Anfangspunkt der Koordinaten, ist also 5 = 0, dann liegt der 
Scheitel des Kegels in diesem Anfangspunkt und die Gleichung wird 

^2 + ri^ = A\i\ 
wo A die Tangente des Winkels bedeutet, welchen die Seitenlinie 
des Kegels mit dessen Axe bildet. 

11) Aufg. Das Rotationsellipsoid 

rotiere um die Z-Axe. 

Welches ist die Gleichung der dadurch entstehenden Rotations- 
fläche? 

Lös. Da die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Be- 
rührungskurve der partiellen Differentialgleichung der Rotations- 
flächen genügen, so hat man die Beziehung 

2) ßx — ay = 0, 

und es ist somit die Berührungskurve die Schnittkurve der Fläche 
1) mit der Ebene 2). Die gesuchte Gleichung wird 

Die Aufgabe lässt sich auch leicht durch Zurückführung auf 
Aufg. 10 a lösen. 

12) Aufg. Es soll gezeigt werden, dass die Fläche 

aj3 _|_ y3 _j. ^3 — 3 ^ y ^ -_ y.8 

eine Rotationsfläche ist. 

Lös. Indem man zeigt, dass die Gleichung der partiellen 
Differentialgleichung der Rotationsflächen genügt, findet man für 
die Rotationsaxe die Gleichungen x-=^y=^z. 

13) Aufg. Es soll die Rotationsfläche untersucht werden, die 
entsteht, wenn die gewöhnliche Lemniskate 

um ihren Durchmesser rotiert. 

Lös. Die Gleichung dieser Fläche wird 

(>^2_|.y2^^2)2:^^2(^2_y2_^2). 
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Wenn man der Kürze wegen a;^ + y^ + ^* = n? setzt und 
dabei x als Funktion der beiden unabhängigen Veränderlichen y 
und z betrachtet, so wird 

5a!_ y.ia^ + 2rH«) ^x _ z{fl^-\-'lm^ 

Ö2/"~a;.(a2 — 2m«)' ^z x(p? — 2.m^' 

a«a;_ (o* — 4»t*). [(g« — 2 m'^a;« — (a« + 2m«) iy'^ + 16«* a;gy» 
9y8~ «3 . (a« — 2 m»)8 

8«a; _ yg.[16a*a;« — (o*-4m*)(a« + 2m«)] 
^y^z~ a;».(a« — 2m2)8 

9«a;_ (a* — 4m^).[(a« — 2m«)a;''— (o« + 2m«)^«] + 16a*a:^.g» 
9«« a;3.(a» — 2m2)8 

Die Gleichung der Tangentenebene wird 
(2 m» — a«) a; . 5 + (2 m« + a«) y . 1? + (2 m« 4- a'O ^ • ^ = m*. 
Es werden die Cosinus der Winkel, welche die Nonnale mit 
den Eoordinatenaxen bildet 

^_ a!.(2m'» — g«) 
01^ m 

y.(2m« + «") 

Die Gleichungen der Normale werden 

l — x _ y — y _ ^ — z 

Die Länge der Normallinie vom Berührungspunkt der zuge- 
hörigen Tangentialebene bis zum Durchschnitt 

mit der FZ-Ebene wird = ^-^, = ^,_\^Z.lyJ^2z- ' 
mit der ZZ-Ebene wird = -^^, ^ .it\lt tl\ i . 

mit der XF-Ebene wird = -.^ == .it\tt tl\ ü ■ 

Wenn man die Krümmungshalbmesser der kleinsten und 
grössten Krümmung mit R^ und R^ und die Koordinaten der 
bezüglichen Krümmungsmittelpunkte mit «i, ß^, y^ und Oj, ft, ^2 
bezeichnet, so erhält man für diese Stücke folgende Ausdrücke: 



r> 




a^ylx^ + y'+^^ 


M- 


"a2 


2a^x 


Oj- 


"a^ 


+ 2a;2 + 2j/24-2^-' 


ß2 = 


= 0, 




Yi = 


= 0, 


t 
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">- 3(a:» + y2 + ^2) » 
^'- 3(x2 + / + ^2) ' 

^^~ 3(a;2 + y9 + ;j2) ' 
14) Aufg. Die Lemniekate 

{x^ + i/'f — a^ix^ — y^, z=^0 
rotiert um die F-Axe. Es soll die entstehende Rotationsfläche 
untersacht werden. 

Lös. Die Gleichung dieser Eotationsfläche ist 

(«2 + y^-\- ^2)* = a« (a;2 — y'^-{- g^. 
Wenn man hier ebenso wie vorhin x^ -\- y^ -\- e^ = rr? setzt, 
und dabei y als Funktion der beiden unabhängigen Veränderlichen 
X und z betrachtet, so wird 

^y_ x{a^ — 2m^ ^y_ z{ß^—2m^ 

^x~y{a^ + 2my a^~2/(«' + Sm«) ' 

yy_ (fl* — 4ffl*).[(a^4-2mg)yg — (a^— 2wt«)a;^-16a*a;^t/^ 
da;2~ y^ia^ + im^)^ 

d^y _ —xz [16 g* y^ + (a* — 4 w*) («« — 2 m^] 

yy_ (a* — 4m*).[(a8 + 2w«)y2— (gg — 2wg).g2] — 16fl*y'^g2 
a^2— j/3(a2 + 2m2)3 

Die Gleichung der Tangentenebene an einen Punkt {x, y, z) wird 
rr (2 m« — «2) 5 + y (2 »,2 + a") 1? + ^ (2 m2 — a2) C = m*. 
Ferner werden die Cosinus der Winkel, welche die Normale 
mit den Eoordinatenaxen bildet 

^_a;(2m2 — a«) 



^_ y(2m8 + a^) 
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Die Gleichungen der Normale werden 

S — X _ Tj — y _ C—2 

(2 m2 — d^ X ~ (2 m2 + a«) y ~" (2 m« + a») ^ ' 
Die Länge der Normallinie vom Punkte (x, y, z) bis zum 
Durchschnitt 



mit der FZ- Ebene wird 



g^V^g + y^ + ^a 
a? — 2x^ — 2y^ — 2z'^' 

Ob vx "4" 1/ ~\~~ «s* 
mit der ZZ- Ebene wird = „ , ' , „ » ■ o « » 

mit der ZF-Ebene wird = ^Va^'+y' + g' 



a« — 2a;«-2y2_2^2- 

Wenn hier auch wieder die Radien der kleinsten und grössten 
Krümmung mit Bi und B^ und die Koordinaten der bezüglichen 
Krümmungsmittelpunkte mit a^, ßi, y^ und Oj, ßz, y^ bezeichnet 
werden, so erhält man 



B, 



«2 



3 yjx' + 2/» + ^2 ' 

X {x^ -\- y^ -{■ z^ -\- a^) 

- 3(a:« + j/2 + ^2) 

_ y(x^ + y^ + z^-a') 

- 3(a;2 + y2_,_^2) 

_g(a!'' + y« + gi' + «») 



7?^— 




^•^^;c^^y^ + 


^* . 


-tt2— 


a''» 


— 2a;2 — 22/2_ 


-2/-'' 


«2 = 


:0, 


. 2a2y 




ft — 


a« 


— 2a:2_2y2- 


-2^3. 


^2 = 


:0. 







^'- 3(a:2-f y2 + ^2) 



6. Enveloppen. 
15) Auf g. Es ist eine ebene Kurve gegeben, und auf ihr bewegt 
sich der Mittelpunkt einer Kugel; man soll die einhüllende Ober- 
fläche dieser beweglichen Kugel finden. 

Lös. Wenn man die Ebene der Kurve zur ZF- Ebene an- 
nimmt, so sei ß = q>{a) die Gleichung der Kurve; ferner sei r der 
Radius der bewegten Kugel und a die Abszisse ihres Mittelpunktes 
bei irgend einer Lage; alsdann wird 

{x-ay + \y-q>{a)f + z^ = r^ 
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die Gleichung der Kugel. Wenn man aus dieser und aus ihrem 
in Bezug auf a gebildeten ersten Differentialquotienten, nämlich 

die Grösse a eliminiert, so erhält man die Gleichung der ein- 
hüllenden Oberfläche. 

a) Wenn die ebene Kurve, auf welcher sich der Mittelpunkt 
der Kugel des Radius r bewegt, ein Kreis mit dem Eadius q ist 
und wenn dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der Koordinaten 
ist, so dass seine Gleichung ß^-\- a^ = q^ wird, so hat man 

X v^ — c^^ — y a = 0. 
Eliminiert man hieraus die Grösse a, so wird die Gleichung 
der einhüllenden Oberfläche 



yfc? + y^ — yfr^ — ^*^ =■ Q* 
Die beiden vorangehenden Gleichungen zusammengenommen 
stellen die zu dem speziellen Wert von a gehörige Charakteristik 
dieser Oberfläche dar. Ihre Projektion auf die ZF- Ebene ist 

X V?^ — a^=zy a, 
eine gerade Linie, und ihre Projektion auf die XZ- Ebene 

eine Ellipse. 

Es ist also die Charakteristik eine ebene Kurve und zwar 
ein Kreis vom Eadius r, dessen Ebene senkrecht auf der X F- Ebene 
steht. Die Spurlinie dieser Ebene macht mit der Z-Axe einen 

Winkel, dessen Cosinus = — ist. 

Q 
b) Wenn die leitende Kurve, auf welcher sich der Mittel- 
punkt der Kugel vom Eadius r bewegt, eine Ellipse mit den beiden 
Halbaxen a und l ist und wenn der Mittelpunkt der Ellipse der 

Anfangspunkt der Koordinaten, so dass ihre Gleichung ^^H — 2^^^ 

Ob 

ist, so wird 



(a; — «)» + (y - — V«^ — aY -{■z'^ = r", 
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also erhält man durch Differentiation in Bezog auf a 

L y/a^ — a'^J 

Wird aus diesen beiden Gleichungen a eliminiert, was aller- 
dings ausführbar ist, aber ein sehr unerquickliches Resultat gibt, 
so hat man die Gleichung der einhüllenden Oberfläche. — Nimmt 
man aber hierzu noch die durch zweimalige Differentiation ent- 
stehende Gleichung 

und eliminiert nun aus diesen drei Gleichungen die Grösse «, so 
erhält man als die beiden zusammengehörigen Gleichungen der 
Rückkehrkante der Oberfläche 



x- 



— [{a^ — 6')^ + (6 y)^] . V(a2-62)l -(6y)l, 



^ 2 



x^-^y^ + z^ — (b y)^ (a^ — 6«)^ = r« + a« - 2 b\ 
c) Wenn die leitende Kurve wieder wie in dem ersten Bei- 
spiel ein Kreis mit dem Radius q in der X F- Ebene ist, also seine 
Gleichung a^ -\- p^zq"^ und wenn sich auf seiner Peripherie der 
Mittelpunkt eines EUipsoids mit den drei Halbaxen a, 6, c so be- 
wegt, dass dieselben stets parallel mit der Z-, F-, Z-Axe bleiben, 
so hat man 



Durch die erste Differentiation in Bezug auf ce ergibt sich 
und durch die zweite 

Eliminiert man aus den beiden ersten Gleichungen a, so er- 
hält man die Gleichung der einhüllenden Fläche, was aber ein 
unbequemes Resultat gibt; eliminiert man aber aus allen dreien 
die Grösse a, so erhält man als die beiden Gleichungen ihrer 
Rückkehrkante 



x\ y\ z^ 3(a2g2y)l(a2 — 62)^ _^2^2a^_j2) 

^2+^2+^2 ^2J2 — -^ «2J2 • 

Wenn das Ellipsoid durch Rotation um die Z-Axe entstanden 
ist, so wird a =: 6, und es ergibt sich als Gleichung der einhüllen- 
den Oberfläche , 

^x^ + y^ =^Q-\ ^Jc^ — ^^ - 

16) Aufg. Man bestimme die Enveloppe der Ebenen, welche 
durch einen gegebenen Punkt gehen und von einem zweiten ge- 
gebenen Punkt gleichen Abstand haben. Die Entfernung beider 
Punkte sei d. 

Lös. Wählt man den zweiten gegebenen Punkt zum Koor- 
dinatenanfang und die Verbindungsgerade der beiden gegebenen 
Punkte zur Z-Axe, so hat man die Enveloppe der Ebenen 

ax-\- hy -{' 2' = d 
zu bestimmen, wobei die variablen Parameter a und h durch die 
Relation 

^ d 

^ Vi + a2 + 62- 
mit einander verbunden sind, welche ausdrückt, dass der Abstand 
einer jeden Ebene vom Koordinatenanfangspunkt gleich p sein soll. 
Man erhält als Enveloppe den Kreiskegel, dessen Gleichung lautet: 

(d2 — p2) (a;2 -f y2) _^2 (d _ ^)2 = 0. 

17) Aufg. Man bestimme die Enveloppe der Ebenen 

Ax + By^Cz = Q 
wenn zwischen den variablen Parametern A, B, C und D die 
Gleichungen bestehen 

A^-{-B^-\-C^ = l, 

Lös. Differentiiert man die drei gegebenen Gleichungen nach 

A, B, C, D, multipliziert die erhaltenen Gleichungen beziehungs- 

— u — 1 
weise mit A, -^, -^- und addiert sie, so erhält man dadurch, 
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dass man die Koeffizienten yon dA, dB, dC, dD gleich Null 
setzt, die Gleichungen 

1) Aa = Aft + ^a_q8 » 

2) ^y = Bii + ^^^, 

3) Xe = Cfi 



D> — c^' 

{D'^—aY "*" "^ (1)2—62)2 + (i)2_c2)2j • 

Multipliziert man hierauf 1), 2) und 3) resp. mit A, B, C 
und addiert, so folgt 

5) XD = n; 
multipliziert man dagegen dieselben Gleichungen mit x, y, z und 
addiert, so kommt, wenn man der Kürze wegen i^-\-y^-\-z^-=^^ setzt 

oder in Folge von 5) 

6) A(i22_^.)=_^ + _^ + _^. 

Erhebt man beide Seiten von 1), 2), 3) ins Quadrat und 
addiert, so ergibt sich 

A2i22_/t2 = p^2_a2)2 + p2_j2)2 + (2)2_c2)2 ' 

Es wird daher nach 4) und 5) 

,_ 1 _ 1 

D(ß? — T)y '* — 2?2— D2' 

Setzt man diese Werte in 1), 2), 3) ein, so folgt 
X _ AD 

y _ BD 

z CD 



W' — c'~D^ — ^ * 
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Multipliziert man endlich diese Gleichungen resp. mit x, y, z und 
addiert unter Berücksichtigung des Wertes A und der Gleichung 6), 
so folgt als Gleichung der gesuchten Enveloppe 

/p2 I ^2 I ^2 

oder indem man links die Grösse — ' \^ — , rechts die ihr 
gleiche Grösse 1 subtrahiert 

Es stellt diese Gleichung die Wellenfläche von Fresnel 
dar, welche in der Optik ihre Anwendung findet. (Vergl. M6moires 
de rinstitut, t. VH, pag. 136). 



7. Fusspunktflächen. 
18) Auf g. Man bestimme a) die Fusspunktfläche des dreiaxigen 

/p2 ^2 ^2 

EUipsoids — 2 + f2+~2^^-'^ ^ *^^ Koordinatenanfangspunkt als 

Pol, b) deren Tangentialebene, c) den Abstand der letzteren vom 
Koordinatenanfangspunkt. 

Lös. a) Als Gleichung der gesuchten Fusspunktfläche 
findet man 

b) als Gleichung der Tangentialebene im Punkte x, y, z der 
Fusspunktfläche 

(2r2 — a2)aj5 + (2r2 — 62)y,-|.(2r2-c2)^^ = r^ 
wo a5^ + y^ + -2'^ = ^^ gesetzt wurde. 

c) der Abstand dieser Tangentialebene vom Koordinaten- 
anfangspunkte wird 



B = 



Die hier behandelte Fusspunktfläche ist die Elastizitäts- 
fläche von Fresnel, welche in der Theorie des Lichtes von grosser 
Wichtigkeit ist. (Fresnel, Memoires de Tlnstitut, t. Vm, pag. 130). 

Man beweise, dass man dieselbe Fläche auch durch Abbildung 
durch reziproke Radien {:r^^=^W^ aus dem Ellipsoid: 
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erhalten kann. Eine analoge Untersuchung lässt sich auch bei 
den nächsten Aufgaben durchführen. 

19) Aufg. Es sollen dieselben Stücke der Fusspunktfläche des 
einschaligen Hyperboloids bestimmt werden. 
Lös. Gleichung der gesuchten Fläche: 

Gleichung ihrer Tangentialebene: 



2) = 



20) Aufg. Man untersuche ebenso die Fusspunktfläche des zwei- 
schaligen Hyperboloids. 

Lös. Gleichung der Fläche: 

(j?x^ — }?y^ — i? z^ = r*, 
Gleichung der Tangentialebene: 

(2r2-a^a:5 + (2r2 + 62)y, + (2r2 + c2)^f = r^. 
D wie vorher. 

21) Aufg. Welches ist die Fusspunktfläche der Fläche xyz=^a^ 
für den Koordinatenanfangspunkt als Pol? 

Lös. Die Gleichung der gesuchten Fläche ist 

52 + ^^ + C' = 3aV^^. 
(In den Exercices m^thodigues de calcul differentiel von 
Brahy ist pag. 215 irrtümlich a?- + y^ + ^^ = a^ als Gleichung 
der Fusspunktfläche angegeben.) 



Nachtrag. 

Die Erläuterung zu § 23, 7 (Enveloppen) findet sich auf pag. 279. 
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